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ln Logaritmo natural
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σdB Desvio padrão de ZdBm
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Resumo

Silva, J. D. S. e. Canal de Desvanecimento Sombreado Duplamente Correlacionado
[Dissertação de Mestrado]. Santa Rita do Sapucaı́: Instituto Nacional de Telecomu-
nicações; 2019.

Os canais de comunicação sem fio são modelados por meio de processos aleatórios.
Esta dissertação contém a análise de dois modelos de canais compostos de desvane-
cimento e sombreamento multiplicativo: o modelo Nakagami-mf/Nakagami-ms e o
modelo α-µ/Gama. São utilizadas distribuições bivariáveis sendo que, além da tradi-
cional suposição de correlação no desvanecimento, admite-se correlação no sombrea-
mento. Foram obtidas expressões da função densidade de probabilidade, da função de
distribuição cumulativa, dos momentos, das funções caracterı́sticas e do coeficiente de
correlação. Como aplicação prática, utilizou-se a métrica de análise de desempenho
probabilidade de indisponibilidade em um sistema de diversidade do tipo combinador
por seleção, comparando-se as expressões teóricas com simulações computacionais.
Como resultado sobre o desempenho do sistema, pode-se afirmar que os fatores de não
linearidade do meio podem exercer grande influência, negativa ou positiva, o aumento
dos fatores de desvanecimento e sombreamento contribui positivamente e a correlação
é indesejada. Em especial, observou-se que a maneira como a correlação entre os pro-
cessos internos ocorre, levando em consideração o modelo estocástico do canal, pode
resultar em diferentes curvas de desempenho e o sombreamento pode exercer a mesma
ou menor influência sobre este em comparação com o desvanecimento, dependendo do
modelo de canal em questão.

Palavras-Chave: Desvanecimento α-µ. Sombreamento Gama. Distribuição Naka-
gami. Distribuição bivariável. Correlação. Combinador. Probabilidade de Indisponi-
bilidade.
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Abstract

Silva, J. D. S. e. Canal de Desvanecimento Sombreado Duplamente Correlacionado
[Dissertação de Mestrado]. Santa Rita do Sapucaı́: Instituto Nacional de Telecomu-
nicações; 2019.

Wireless channels are modeled through stochastic processes. This dissertation con-
tains the assessment of the composite channel model for fading and multiplicative
shadowing: Nakagami-mf/Nakagami-ms and α-µ/Gamma. Bivariate distributions are
used with, besides the traditional fading correlation, a shadowing correlation. Expres-
sions such as probability density function, cumulative distribution function, moments,
characteristic function and correlation coefficient were obtained. As an example of
practical application, the performance metric outage probability in a selection combi-
ning diversity system was applied, comparing the theoretical expressions with com-
putational simulations. As results from the performance analysis, it can be said that
the nonlinearity medium parameters can greatly influence, negatively or positively, the
increasing of the fading and shadowing factors contributes positively and the correla-
tion is undesired. Especially, it was noticed that the manner in which the correlation
between the inner processes occurs, considering the stochastic channel model, may re-
sult in different performance curves and the shadowing makes greater or less influence
in comparison with the fading, depending on the channel model in question.

Keywords: α-µ fading. Gamma shadowing. Nakagami distribution. Bivariate distri-
bution. Correlation. Combiners. Outage probability.
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Capı́tulo 1

Introdução

UM sistema de comunicação pode ser representado, de forma simplificada, por
um diagrama de blocos como mostrado na Figura 1.1. Neste diagrama estão

representados alguns elementos como fonte de informação, transmissor, meio fı́sico,
receptor e destino da informação. No entanto, será dada especial atenção ao elemento
identificado como meio fı́sico. Ele representa o ambiente de propação das ondas eletro-
magnéticas entre o transmissor e o receptor e as suas caracterı́sticas fı́sicas permitem
modelá-lo matematicamente. Além disso, o meio fı́sico governa a maior parte das
caracterı́sticas e necessidades do sistema de comunicação [1].

Fonte de informação Transmissor

Meio fı́sico

ReceptorDestino da informação

Figura 1.1: Diagrama em blocos de um sistema de comunicação.

Quando propagando-se pelo meio fı́sico, o qual pode ser um canal de comunicação
sem fio, também denominado de canal rádio-móvel, o sinal pode sofrer atenuações
impostas pelos objetos e pelas distâncias entre o transmissor e o receptor. Essas
atenuações podem ser divididas em média em área (area-mean) e média local (local-
mean), ou sombreamento (shadowing) [1]. As médias em área correspondem às médias
de medidas realizadas em intervalos espaciais equivalentes a centenas de comprimen-
tos de onda. As médias locais correspondem às médias de medidas realizadas em
intervalos espaciais de dezenas de comprimentos de onda [1]. Além disso, a média
em área é dependente da distância entre o transmissor e o receptor enquanto a média
local é dependente dos objetos entre eles, justificando o uso do nome sombreamento.
Graficamente, como é possı́vel ver na Figura 1.2, o sombreamento é o resultado das
variações da potência do sinal recebido em torno na potência média em área [1, 2].

Quando analisa-se a média em área, ou local, da potência recebida de um sinal,
diz-se que analisa-se a propagação em larga escala [1]. No entanto, há também a

1
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Figura 1.2: A média em área, o sombreamento e o desvanecimento em canais de comunicação
sem fio.

propagação em pequena escala [3]. Neste caso, a propagação é resultado de mecanis-
mos de propagação tais como reflexão, difração, espalhamento e outros [1–4]. Cada
um desses mecanismos surge do encontro entre as ondas eletromagnéticas que repre-
sentam o sinal transmitido com os diferentes objetos entre o transmissor e o receptor
gerando, a cada encontro, múltiplas ondas parciais e, consequentemente, a combinação
construtiva e destrutiva destas ondas no receptor causa variações instantâneas do sinal
recebido. Este fenômeno é denominado de fading (desvanecimento) ou multipath fa-
ding (desvanecimento multipercurso), resultado da combinação no receptor de ondas
parciais provenientes de diferentes percursos [1, 2, 4]. Na Figura 1.2, é possı́vel ver a
representação gráfica do desvanecimento.

1.1 Modelos de Desvanecimento

Para a modelagem de canais de desvanecimento, supõem-se algumas caracterı́sticas
para o campo de espalhamento de ondas. Um campo de ondas difuso e homogêneo
pode ser descrito pelas seguintes caracterı́sticas: um grande número de ondas parci-
ais, amplitudes iguais entre as ondas parciais, correlação não-existente entre as ondas
parciais, correlação não-existente entre a fase e a amplitude de uma mesma onda par-
cial e distribuição de fase homogênia em [0, 2π] [5]. Estas suposições resultam de um
campo no qual múltiplos pontos de espalhamento estão aleatoriamente distribuı́dos.
Com base no teorema do limite central, o campo elétrico será um processo Gaussiano
complexo composto por variáveis Gaussianas X e Y tais que, E(X) = E(Y ) = 0,
V(X) = V(Y ) = σ2 e C(X, Y ) = 0, em que E(·), V(·) e C(·,·) representam os ope-
radores esperança, variância e covariância, respectivamente [5]. Em um determinado
ponto do espaço, onde se localizaria o receptor por exemplo, a amplitude e a fase ins-
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tantâneas do sinal recebido são a superposição das amplitudes e fases de cada uma das
ondas parciais. Sem perda de generalização, considere agora que os pontos de espalha-
mento localizados aleatoriamente dentro do campo podem ser reunidos em clusters, ou
agrupamentos. Admitindo que o número de ondas parciais pertencentes a cada agrupa-
mento é suficientemente grande, as fases das componentes de um mesmo agrupamento
são aleatórias, o atraso temporal entre as componentes de um mesmo agrupamento é
semelhante e o atraso temporal entre diferentes agrupamentos é relativamente grande,
a envoltória do sinal recebido pode ser representada como [2]

R2 =
m∑
k=1

X2
k + Y 2

k (1.1)

em que R representa a envoltória do sinal recebido, m o número de clusters de mul-
tipercurso e Xk e Yk são as componentes em fase e em quadratura de cada clus-
ter, respectivamente, com distribuições Gaussianas tais que, E(Xk) = E(Yk) = 0,
V(Xk) = V(Yk) = σ2 e C(Xk, Yk) = 0. A expressão em (1.1) é a base para diversos
modelos de desvanecimento plano, também chamado de não-seletivo em frequência,
o qual admite que o canal não introduz nenhuma mudança dependente da frequência
ou ainda, que o canal afeta pelo mesmo ganho todas as componentes do sinal envi-
ado [1, 2, 4].

Para o caso em que m = 1 em (1.1), a envoltória do sinal é dita ser distribuı́da
segundo o modelo de Rayleigh [2, eq. (4.41)]. Segundo este modelo, a aleatoriedade
da amplitude do sinal recebido pode ser representada por uma função densidade de
probabilidade (FDP) da forma [2, eq. (4.6)]

fR(r) =
r

σ2
exp

(
− r2

2σ2

)
, r > 0, (1.2)

na qual R representa a envoltória do sinal recebido e 2σ2 é a potência média total do
sinal. A Figura 1.3 contém exemplos de FDPs da distribuição de Rayleigh. Medi-
das das variações instantâneas do sinal cuja frequência f está dentro do intervalo (50
MHz, 11200 MHz) tomadas em intervalos espaciais iguais a algumas dezenas de com-
primentos de onda e realizadas em um veı́culo em movimento uniforme concordam
com o modelo de Rayleigh [3].

Genericamente, para o caso em que m > 0 em (1.1), a envoltória do sinal é dita
obedecer o modelo de Nakagami-m [6]. Neste caso, o parâmetro m é comumente
denominado de fator de desvanecimento, ou ainda de fator de forma, e é definido
como o inverso da variância normalizada de R [6, eq. (21)]; isto é

m =
E2(R2)

V(R2)
. (1.3)

Em [6], a FDP da envoltória R do sinal recebido propagando-se em um canal de des-
vanecimento Nakagami foi obtida como

fR(r) =
2mmr2m−1

Γ(m)Ωm
exp

(
−m

Ω
r2
)
, r > 0, (1.4)
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em que Γ(·) é a função gama [7, eq. (6.1.1)] e Ω representa a média quadrática
da envoltória R tal que, Ω = E(R2). A Figura 1.3 apresenta diferentes FDPs da
distribuição Nakagami para Ω = 0 dB e Ω = 3 dB. Note que a dispersão das FDPs
Nakagami diminui conforme m aumenta em torno do valor da média quadrática Ω.
Experimentos realizados em campo sugerem alguns valores para o fator de desvane-
cimento m para a classificação de diferentes canais rádio-móveis. A saber, grandes
centros urbanos e áreas abertas com baixa densidade de objetos podem ser modela-
dos com 1 ≤ m ≤ 15, enquanto que regiões montanhosas podem ser modeladas com
10 ≤ m ≤ 20 [5,6,8]. A distribuição de Rayleigh pode ser derivada da distribuição de
Nakagami tomando m = 1, bem como outras distribuições como a Gaussiana unilate-
ral tomando m = 0.5 [2, 5, 6].

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

0.5

1

1.5

2

r

f
R
(r
)

m = 0.5 (Gaussiana unilateral)
m = 1 (Rayleigh)
m = 2

m = 4

m = 0.5 (Gaussiana unilateral)
m = 1 (Rayleigh)
m = 2

m = 4

Ω = 0 dB
Ω = 3 dB

Figura 1.3: FDPs da distribuição de Nakagami.

Outras modificações podem ser feitas em (1.1) para a obtenção de outros modelos
de desvanecimento. Por exemplo, admitindo que as variáveis Gaussianas Xk e Yk são
não-centralizadas, isto é, têm médias não nulas, obtém-se o modelo κ-µ [9] enquanto
que admitindo que a envoltória do sinal é elevada a um expoente qualquer α > 0 ao
invés de 2, obtém-se o modelo α-µ [10]. Será dada especial atenção ao modelo α-µ no
Capı́tulo 3.

1.2 Modelos de Sombreamento
No estudo do fenômeno de sombreamento sobre as comunicações móveis, supõe-

se que as variações de longo-prazo da potência média do sinal recebido podem ser
modeladas como o produto de frações de potências espalhadas em cada um dos pontos
de espalhamentos distribuı́dos pelo campo [2]. Matematicamente, a potência média
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recebida é representada por

Z =
J∏
i=1

Pi (1.5)

na qual Z é a potência média recebida, J é o número de pontos de espalhamento e Pi
é a fração de potência espalhada no i-ésimo ponto de espalhamento [2]. Em seguida,
convertendo cada umas das frações de potências Pi em dBm e utilizando a propriedade
de logaritmo do produto, (1.5) torna-se

ZdBm =
J∑
i=1

10 log10

(
Pi

1mW

)
. (1.6)

Para J suficientemente grande, admite-se que ZdBm tem distribuição Gaussiana base-
ado no teorema do limite central. De fato, como mencionado em [3], a distribuição
do sinal recebido em dBm, com as alturas das antenas, frequências e distâncias fixas,
é uma distribuição denominada de lognormal. A FDP da potência média recebida Z
dada em watts ou miliwatts é dada como [2, 4]

fZ(z) =
A0√

2πσ2
dBz

2
exp

[
−(10 log10 z − µz)

2

2σ2
dB

]
(1.7)

na qual A0 = 10/ ln 10 = 4.3429 e µz e σdB representam a média e o desvio padrão
de ZdBm, respectivamente. Valores de desvios padrões do sombreamento reportados na
literatura a partir de dados experimentais estão dentro dos intervalos (4.5 dB, 9 dB)
para 850 MHz e (8 dB, 12 dB) para 11200 MHz [3]. Além disso, em [11] é mostrado
que J > 15 em (1.6) é suficiente para que ZdBm apresente distribuição lognormal.

Além da distribuição lognormal, a distribuição Gama também é comumente uti-
lizada na modelagem do sombreamento em comunicações móveis. Em [12], por
exemplo, é possı́vel encontrar diversos resultados reunidos justificando o uso de tal
distribuição. Dentre eles, é reportado que a distribuição Gama adequa-se às medidas da
potência recebida em sistemas de frequência muito alta (very high frequency, VHF) ou
frequência ultra alta (ultra high frequency, UHF) tão bem quanto a distribuição lognor-
mal bem como, apresenta um melhor tratamento matemático [13]. Em especial, [14]
defende que a distribuição Gama aproxima-se melhor aos dados experimentais do que
a distribuição lognormal. A FDP da distribuição Gama tem a forma

fZ(z) =
zm−1

ΘmΓ(m)
exp

(
− z

Θ

)
(1.8)

na qual Θ = E(Z) e m = E2(Z)/V(Z). Comparando-se (1.4) com (1.8), nota-se que
a FDP da distribuição Gama pode ser obtida a partir da distribuição Nakagami-m por
intermédio do procedimento padrão de transformação de variáveis [2, eq. (2.144)]. A
relação entre os parâmetros σdB e µz da distribuição lognormal com os parâmetros m
e Θ da distribuição Gama pode ser feita por meio de [2, eq. (4.72)]

σ2
dB = A2

0ψ
′
(m) (1.9)
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e [2, eq. (4.73)]

µ = A0 (ln Θ + ψ(m)) (1.10)

em que ψ′(·) e ψ(·) são as funções trigama [7, eq. (6.4.1)] e digama [7, eq. (6.3.1)],
respectivamente. A Figura 1.4 apresenta algumas curvas para efeito de comparação
entre as FDPs das distribuições lognormal e Gama. Note que, as curvas referentes à
distribuição Gama não sobrepõem as curvas referentes à distribuição lognormal. Como
mencionado em [15], as curvas referentes às duas distribuições coincidem a medida
com que m aumenta. Além disso, em concordância com [2], a Figura 1.4 mostra que
σdB é inversamente proporcional a m: à medida que os valores de σdB diminuem de
9.65 para 3.49, os valores de m aumentam de 0.5 para 2.

0 1 2 3 4 5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

z

f
Z
(z
)

µ = −8.53, σdB = 9.65

m = 0.5, Θ = 1

µ = −8.79, σdB = 5.57

m = 1, Θ = 2

µ = 4.85, σdB = 3.49

m = 2, Θ = 2

Lognormal
Gama

Figura 1.4: FDPs das distribuições lognormal e Gama.

1.3 Modelos Compostos de Desvanecimento e Sombre-
amento

É possı́vel afirmar que as variações instantâneas ou médias da potência de um si-
nal proveniente da propagação através de um canal rádio-móvel em um sistema de
comunicação sem fio têm sido tratadas por meio de modelos probabilı́sticos que têm
por objetivo englobar a presença de desvanecimento multipercurso, sombreamento ou
de ambos [16]. Como já mencionado, quando o foco é a avaliação da propagação em
larga escala, no fenômeno de sombreamento consideram-se as variações de potência
de recepção denominadas média local, que mais fortemente é governada pela presença
de obstáculos entre transmissor e receptor. Por outro lado, nas análises em pequena
escala, o foco está nas variações instantâneas da potência do sinal recebido produzidas
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pelo desvanecimento por múltiplos percursos. No modelo que englobe ambos, normal-
mente denominado na literatura como modelo composto multipercurso/sombreamento
ou ainda modelo com desvanecimento sombreado, duas estratégias diferentes têm sido
adotadas em relação ao sombreamento. A primeira admite que o sombreamento atuará
diretamente na potência média total do sinal desvanecido, denominado modelo de des-
vanecimento sombreado multiplicativo. A segunda pressupõe que o sombreamento
influencie somente as componentes dominantes do sinal, denominado desvanecimento
sombreado na linha de visada direta (line-of-sight, LoS). Qualquer que seja a estratégia
adotada na modelagem, a influência será na mudança da natureza de parâmetros fı́sicos
antes determinı́sticos tratando-os como aleatórios.

O tema desvanecimento sombreado tem sido frequentemente foco de diversas pes-
quisas em diferentes cenários de aplicação. Em [17] é apresentada uma análise do
desempenho em um ambiente com interferência co-canal operando em canais com
desvanecimento Nakagami-m sombreados por um modelo de canal do tipo Gama.
Além da suposição tradicional de sinais independentes e identicamente distribuı́dos
(i.i.d.), os autores em [18] apresentam uma análise em um cenário com canais não
identicamente distribuı́dos, ou seja na suposição de parâmetros de desvanecimento e
sombreamento não necessariamente idênticos. Estudos sobre predição de cobertura e
da probabilidade de indisponibilidade (outage probability) foram realizados em [18] na
suposição de canais sombreados do tipo Rice e Nakagami-m. O sinal desejado é admi-
tido possuir desvanecimento Rice, enquanto os sinais interferentes possuem densidade
Nakagami-m. Em [19] é feita a investigação do desvanecimento sombreado no mo-
delo de canal κ-µ. É admitida uma variação na LoS que está sujeita ao sombreamento
de um modelo Nakagami-m. Tendo cada um destes modelos teóricos ou empı́ricos
suas qualidades particulares em relação à concordância com medidas realizadas em
campo, a distribuição Nakagami-m ou a distribuição Gama são comumente utilizadas
para representar tanto o desvanecimento quanto o sombreamento [18, 19]. Uma das
estratégias utilizadas para a obtenção de um modelo de canal com desvanecimento
sombreado multiplicativo será detalhada nos Capı́tulos 2 e 3.

1.4 Combate ao Desvanecimento e Sombreamento

Uma vez que a propagação em larga escala ou pequena escala do sinal em um canal
de comunicação sem fio pode apresentar fenômenos que contribuem negativamente,
por exemplo, para a relação sinal-ruı́do (RSR) do sinal, técnicas têm sido desenvol-
vidas para melhorar o desempenho do sistema de comunicação móvel. Tais técnicas
baseiam-se no envio de cópias do sinal com a mesma informação e na utilização de
algoritmos para combiná-las na recepção, supondo que a probabilidade de todas estas
cópias apresentarem RSR baixa é muito pequena [2, 4]. Estas técnicas são divididas
em duas categorias: técnicas de microdiversidade e técnicas de macrodiversidade. As
técnicas de microdiversidade são utilizadas no combate ao desvanecimento enquanto
as técnicas de macrodiversidade são utilizadas no combate ao sombreamento [20].
Além disso, a primeira utiliza múltiplas antenas no receptor e/ou no transmissor en-
quanto que a segunda utiliza múltiplas estações base. As melhorias proporcionadas
pelas técnicas de diversidade ao sistema dependem da modulação, da codificação, do
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número de canais de microdiversidade, do número de estações base no arranjo de ma-
crodiversidade, da correlação entre os canais, da correlação entre as estações base,
entre outros [2]. Em resumo, as técnicas de diversidade podem ser divididas em [2, 4]

• Diversidade espacial: arranjo de múltiplos transmissores ou receptores;

• Diversidade em frequência: utilização de múltiplas bandas para transmissão;

• Diversidade angular: múltiplas antenas direcionais;

• Diversidade em polarização: transmissão por meio de duas polarizações ortogo-
nais.

A maneira como as cópias do sinal transmitido se combinam na recepeção é deter-
minada pelo algoritmo de diversidade utilizado. Dentre eles, pode-se citar: combinador
por seleção (selection combining, SC), combinador por máxima razão (maximal ratio
combining, MRC) e combinador por ganho igual (equal gain combining, EGC) [4].
Além disso, cada uma das cópias do sinal é dita estar em um ramo de diversidade.
O SC é implementado quando a cópia do sinal recebido que apresenta maior RSR é
escolhida em detrimento das demais. No MRC, todas as cópias são multiplicadas por
um fator tal que, a RSR na saı́da do MRC é máxima. Por fim, no caso do EGC, todas
as cópias são multiplicadas pelo mesmo fator. Dentre estes três algoritmos, o SC é o
que apresenta maior facilidade do ponto de vista de implementação prática [2].

1.5 Objetivo, Contribuição e Estrutura da Dissertação

O objetivo principal deste trabalho é explorar modelos probabilı́sticos de canais
com desvanecimento sombreado multiplicativo duplamente correlacionado úteis na
caracterização de um sinal propagando-se por um canal que apresente conjuntamente
desvanecimento e sombreamento. Os modelos aqui tratados denominam-se Nakagami-
mf/Nakagami-ms e α-µ/Gama. Para as suas devidas apresentações, serão discutidas as
caracterı́sticas pertinentes a cada um destes modelos e será explicada a obtenção de es-
tatı́sticas conjuntas e marginais como FDP, função de distribuição cumulativa (FDC),
momentos e coeficiente de correlação. Além disso, a métrica de análise de desem-
penho de probabilidade de indisponibilidade (outage probability, OP) na saı́da de um
sistema SC é utilizada como um exemplo de aplicação prática destes modelos compos-
tos de desvanecimento e sombreamento.

Um aspecto comum nos trabalhos citados na Secção 1.3 é a inexistência da suposição
da correlação entre as componentes de sombreamento ao se analisar a combinação de
múltiplos sinais na recepção. Um exemplo comum deste tipo de sistema são as es-
tratégias utilizadas para melhorar o desempenho dos sistemas com a utilização das
técnicas de diversidade [21–23]. A análise do impacto desta correlação com especial
atenção à sua influência sobre a correlação na potência entre as envoltórias do sinal
recebido é também uma contribuição deste artigo.

Como estrutura utilizada, os Capı́tulos a seguir apresentarão os modelos Nakagami-
mf/Nakagami-ms e α-µ/Gama sendo, o modelo Nakagami/Gama brevemente discutido
no Capı́tulo 3. Cada um dos Capı́tulos são divididos em introdução, detalhamento
sobre as deduções matemáticas e estatı́sticas, resultados numéricos e conclusão.
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Capı́tulo 2

Canal de Desvanecimento Sombreado
Duplamente Correlacionado
Nakagami-mf/Nakagami-ms

ESTE Capı́tulo apresenta um novo modelo de canal de desvanecimento sombre-
ado multiplicativo duplamente correlacionado, o qual utiliza duas distribuições

bivariáveis Nakagami para modelar tanto o desvanecimento quanto o sombreamento.
Tal modelo é denominado de Nakagami-mf/Nakagami-ms em que os subı́ndices f e s
denotam os parâmetros relacionados ao desvanecimento e o sombreamento, respectiva-
mente. São obtidas expressões para a FDP e FDC conjuntas bem como, uma expressão
para a probabilidade de indisponibilidade aplicada diretamente em um sistema com di-
versidade do tipo SC. No entanto, tais expressões não foram obtidas em forma fechada.
Uma das justificativas para a utilização da distribuição Nakagami para modelar o som-
breamento é encontrada a partir da distribuição α-µ. Como mencionado em [10], a
distribuição α-µ engloba as distribuições Gama e Nakagami e, além disso, [24] avalia o
modelo composto de desvanecimento e sombreamento univariável α-µ/α-µ, tornando
plausı́vel modelar o sombreamento a partir da distribuição Nakagami.

2.1 O Modelo Fı́sico
Sejam R1 e R2 duas envoltórias Nakagami-mf, representativas do fenômeno de

desvanecimento plano de curto prazo, dadas por

R2
1 =

2mf∑
i=1

X2
i (2.1a)

R2
2 =

2mf∑
i=1

Y 2
i (2.1b)

com parâmetros (mf, Ω1) e (mf, Ω2), respectivamente. O parâmetro mf > 0 denota
o fator de desvanecimento do modelo Nakagami-mf, e os parâmetros Ω1 = E(R2

1) =
2mfσ

2
1f e Ω2 = E(R2

2) = 2mfσ
2
2f denotam as potências médias dos processos R1 e

11
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R2, respectivamente. As variáveis Xi e Yi são processos Gaussianos mutuamente in-
dependentes com médias nulas e variâncias σ2

1f e σ2
2f, respectivamente. Em termos ma-

temáticos C(Xk, Xj) = C(Yk, Yj) = 0 para k 6= j, C(Xk, Xj) = σ2
1f e C(Yk, Yj) = σ2

2f
para k = j, sendo C(·,·) o operador covariância. Admite-se correlação entre os pro-
cessos Xk e Yj para k = j. Define-se o coeficiente de correlação

λf =
C(Xk, Yj)√

σ2
1fσ

2
2f

δkj, (2.2)

−1 < λf < 1, δkj é o delta de Kronecker tal que δkj = 1 se k = j e δkj = 0 se k 6= j.
Por fim, o coeficiente de correlação entre as potências Nakagami-mf R

2
1 e R2

2 é dado
por ρf = λ2

f [23, eq. (15)] e o padrão de correlação pode ser visto na Figura 2.1.

R2
1 = X2

1 +X2
2 + · · · +X2

2mf

R2
2 = Y 2

1 + Y 2
2 + · · · + Y 2

2mf

ρf λf λf λf

Figura 2.1: Perspectiva gráfica do padrão de correlação no desvanecimento Nakagami-mf.

A modelagem do sombreamento considerada tem como efeito a variação aleatória
da potência média de cada uma das variáveis R1 e R2 [16]. Ou seja, as potências
médias Ω1 e Ω2 são variáveis aleatórias seguindo um dado modelo de canal. Adota-se
aqui o mesmo modelo utilizado na componente do desvanecimento de curto prazo dada
em (2.1). Especificamente, sejam Ω1 e Ω2 duas variáveis Nakagami-ms, representati-
vas do fenômeno de desvanecimento de longo prazo caracterizando o sombreamento,
dadas por

Ω2
1 =

2ms∑
i=1

W 2
i (2.3a)

Ω2
2 =

2ms∑
i=1

Z2
i (2.3b)

com parâmetros (ms, Θ1) e (ms, Θ2), respectivamente. Para a correta distinção do fator
de desvanecimento ms, caracterı́stico do desvanecimento de curto prazo, o parâmetro
ms > 0 será nomeado por fator de sombreamento, caracterı́stico do sombreamento
Nakagami-ms. Os parâmetros Θ1 = E(Ω2

1) = 2msσ
2
1s e Θ2 = E(Ω2

2) = 2msσ
2
2s deno-

tam as potências médias dos processos Ω1 e Ω2, respectivamente. As variáveis Wi e Zi
são processos Gaussianos mutuamente independentes com médias nulas e variâncias
σ2

1s e σ2
2s, respectivamente. Em termos matemáticos C(Wk,Wj) = C(Zk, Zj) = 0

para k 6= j, C(Wk,Wj) = σ2
1s e C(Zk, Zj) = σ2

2s para k = j. Admite-se, também
para o sombreamento, a correlação entre os processos Wk e Zj para k = j, gerando
assim naturalmente uma correlação entre os processos Nakagami-ms Ω1 e Ω2. Assim,
define-se o coeficiente de correlação

λs =
C(Wk, Zj)√

σ2
1sσ

2
2s

δkj, (2.4)
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−1 < λs < 1. O coeficiente de correlação entre as potências Nakagami-ms Ω2
1 e Ω2

2 é
dado por ρs = λ2

s .

Notar que a aleatoriedade pretendida nas variáveis Ω1 e Ω2 é obtida a partir das
variâncias σ2

1f e σ2
2f dos processos Gaussianos Xi e Yi, respectivamente. Ou seja,

σ2
1f = Ω1/(2mf) e σ2

2f = Ω2/(2mf) permite concluir que as respectivas variâncias σ2
1f e

σ2
2f, de R1 e R2, respectivamente, serão caracterizadas por uma distribuição Nakagami

escalonada pelo fator 2mf. Obviamente, na ausência do sombreamento, as potências
médias Ω1 e Ω2 tornam-se determinı́sticas.

Vale ressaltar neste ponto a importância de se admitir correlação tanto no desvane-
cimento quanto no sombreamento. O coeficiente de correlação no modelo isotrópico é
dado por [25] J0 (βd)/(1 + (∆ωT )2) em que β é uma constante de fase, d é a distância
entre dois pontos de recepção, ∆ω = 2π(f2−f1) é a diferença entre as frequências dos
processos envolvidos, T é o espalhamento de retardo e Jn(·) é a função de Bessel de
primeiro tipo e ordem n. Note que, para βd = 0, a correlação fase-fase e quadratura-
quadratura será não nula sempre que ∆ωT for finito. Especificamente, ∆ω finito (os
processos envolvidos propagando-se com frequências ligeiramente diferentes, ou seja
f1 6= f2, ou ainda propagando-se na mesma frequência, ou seja f1 = f2) e T finito
(banda de coerência finita (0 < T < ∞) ou T = 0 (canal plano, ou de maneira
semelhante, banda de coerência infinita). Portanto, é razoável, e necessário, admitir
correlação fase-fase e quadratura-quadratura dos processos envolvidos descritos em
(2.1) ou (2.3).

2.2 A FDP Conjunta Nakagami-mf/Nakagami-ms

A FDP conjunta entre duas variáveis Nakagami R1 e R2 condicionadas em relação
as potências médias de R1 e R2 pode ser representada por [26, eq. (1)]

fR1,R2(r1, r2|Ω1 = ω1,Ω2 = ω2) =
4mf

mf+1(r1r2)mf exp
(
− mfr

2
1

ω1(1−ρf)
− mfr

2
2

ω2(1−ρf)

)
Γ(mf)ω1ω2(1− ρf)(

√
ω1ω2ρf)mf−1

× Imf−1

(
2mfr1r2

√
ρf

(1− ρf)
√
ω1ω2

)
(2.5)

na qual Ω1 e Ω2 representam as potências médias de R1 e R2, respectivamente, ρf

representa o coeficiente de correlação na potência entre R1 e R2, mf representa o fator
de desvanecimento caracterı́stico da distribuição de Nakagami-mf e Iν(·) representa a
função de Bessel modificada de primeiro tipo e ordem ν [7, eq. (9.6.3)].

Como pode ser visto em (2.5), ambas as variáveis R1 e R2 estão caracterizadas pelo
mesmo fator de desvanecimento mf [26]. Os parâmetros ρf e mf são determinı́sticos
e as variáveis Ω1 e Ω2 são aleatórias. Esta estratégia permite representar a influência
do sombreamento sobre o canal com desvanecimento Nakagami por meio da aleatori-
edade das potências médias.

Utilizando (2.5) é possı́vel determinar a FDP conjunta das variáveis R1 e R2 des-
condicionando (2.5) em relação às variáveis Ω1 e Ω2 [16, eq. (3)], ou seja

fR1,R2(r1, r2) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

fR1,R2(r1, r2|ω1, ω2)fΩ1,Ω2(ω1, ω2)dω1dω2 (2.6)
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em que fΩ1,Ω2(ω1, ω2) representa a FDP conjunta de Ω1 e Ω2. Desejando-se analisar
a influência de um sombreamento Nakagami-ms sobre um canal de desvanecimento
Nakagami-mf com diversidade, tal sombreamento é caracterizado por

fΩ1,Ω2(ω1, ω2) =
4ms

ms+1(ω1ω2)ms exp
(
− msω2

1

Θ1(1−ρs)
− msω2

2

Θ2(1−ρs)

)
Γ(ms)Θ1Θ2(1− ρs)(

√
Θ1Θ2ρs)ms−1

× Ims−1

(
2msω1ω2

√
ρs

(1− ρs)
√

Θ1Θ2

)
. (2.7)

As variáveis Θ1 e Θ2 representam as potências médias de Ω1 e Ω2, respectivamente,
ρs representa o coeficiente de correlação na potência entre Ω1 e Ω2, e ms representa o
fator de sombreamento caracterı́stico da distribuição Nakagami-ms.

Substituindo (2.5) e (2.7) em (2.6) e após algumas simplificações algébricas obtém-
se

fR1,R2(r1, r2) =
16mf

mf+1ms
ms+1(r1r2)mf

Γ(mf)Γ(ms)Θ1Θ2(1− ρf)(1− ρs)(
√
ρf)mf−1(

√
Θ1Θ2ρs)ms−1

×
∫ ∞

0

ω
ms−

mf
2
− 3

2
1 exp

(
− mfr

2
1

ω1(1− ρf)
− msω

2
1

Θ1(1− ρs)

)
×
∫ ∞

0

ω
ms−

mf
2
− 3

2
2 exp

(
− mfr

2
2

ω2(1− ρf)
− msω

2
2

Θ2(1− ρs)

)
× Imf−1

(
2mfr1r2

√
ρf

(1− ρf)
√
ω1ω2

)
Ims−1

(
2msω1ω2

√
ρs

(1− ρs)
√

Θ1Θ2

)
dω2dω1 (2.8)

a qual representa a FDP conjunta Nakagami-mf/Nakagami-ms entre duas variáveis
Nakagami R1 e R2 correlacionadas quando as suas respectivas potências são correla-
cionadas e apresentam comportamento aleatório representado por uma FDP Nakagami
conjunta.

2.3 A FDC Conjunta Nakagami-mf/Nakagami-ms

A função de distribuição cumulativa (FDC) conjunta de duas variáveis Nakagami
R1 e R2 quando as suas respectivas potências médias Ω1 e Ω2 são aleatórias pode ser
representada por uma FDC condicionada escrita como [26, eq. (7)]

FR1,R2(r1, r2|ω1, ω2) =
(1− ρf)

mf

Γ(mf)

∞∑
k=0

ρkf
k!Γ(mf + k)

γ

(
mf + k,

mfr
2
1

ω1(1− ρf)

)
× γ

(
mf + k,

mfr
2
2

ω2(1− ρf)

)
(2.9)

na qual γ(·, ·) representa a função Gamma incompleta inferior [27, eq. (8.350.1)].
Pode ser visto em (2.9) que as variáveis Nakagami-mf R1 e R2 estão caracterizadas
pelo mesmo fator de desvanecimento mf. Uma expressão para a FDC Nakagami con-
junta das variáveis R1 e R2 descondicionada das variáveis Ω1 e Ω2 pode ser obtida
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observando que

FR1,R2(r1, r2) =

∫ r2

0

∫ r1

0

fR1,R2(r1, r2)dr1dr2

=

∫ r2

0

∫ r1

0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

fR1,R2(r1, r2|ω1, ω2)fΩ1,Ω2(ω1, ω2)dω1dω2dr1dr2

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

FR1,R2(r1, r2|ω1, ω2)fΩ1,Ω2(ω1, ω2)dω1dω2. (2.10)

Como deseja-se representar a FDC Nakagami conjunta entre duas variáveis R1 e
R2 quando as suas respectivas potências médias Ω1 e Ω2 são aleatórias e caracteriza-
das por uma distribuição Nakagami conjunta, isto pode ser realizado substituindo-se
(2.9) e (2.7) em (2.10). Após algumas simplificações algébricas a FDC conjunta cor-
relacionada do modelo de canal Nakagami-mf/Nakagami-ms é obtida como

FR1,R2(r1, r2) =
4ms

ms+1(1− ρf)
mf

Γ(mf)Γ(ms)Θ1Θ2(1− ρs)(
√

Θ1Θ2ρs)ms−1

∞∑
k=0

ρkf
k!Γ(mf + k)

×
∫ ∞

0

ωms
1 exp

(
− msω

2
1

Θ1(1− ρs)

)
γ

(
mf + k,

mfr
2
1

ω1(1− ρf)

)
×
∫ ∞

0

ωms
2 exp

(
− msω

2
2

Θ2(1− ρs)

)
γ

(
mf + k,

mfr
2
2

ω2(1− ρf)

)
× Ims−1

(
2msω1ω2

√
ρs

(1− ρs)
√

Θ1Θ2

)
dω2dω1. (2.11)

2.4 Probabilidade de Indisponibilidade
A probabilidade de indisponibilidade é definida como a probabilidade do sinal re-

cebido estar abaixo de um determinado limiar [18, 20, 22] e, portanto, pode ser utili-
zada para análise de cobertura, por exemplo. Considerando esse limiar γ igual a RSR
instantânea Ξi, i = 1, 2, Po(γ) pode ser interpretada como a OP do sinal recebido
propagando-se em um canal de desvanecimento Nakagami-mf com sombreamento
Nakagami-ms ser menor do que Ξi, sendo i cada um dos dois ramos de diversidade
considerados. A partir de (2.11), reescrevendo FR1,R2(r1, r2) como FΞ1,Ξ2(ξ1, ξ2) para
Ξi = R2

iEb/N0, i = 1, 2, obtém-se

Po(γ)=FΞ1,Ξ2(ξ1, ξ2)=
4mms+1

s (1− ρf)
mf

Γ(mf)Γ(ms)Θ1Θ2(1− ρs)
(√

Θ1Θ2ρs
)ms−1

∞∑
k=0

ρkf
k!Γ(mf + k)

×
∫ ∞

0

ωms
1 exp

(
− msω

2
1

Θ1(1− ρs)

)
γ

(
mf + k,

mfγ

ω1(1− ρf)

)
×
∫ ∞

0

ωms
2 exp

(
− msω

2
2

Θ2(1− ρs)

)
γ

(
mf + k,

mfγ

ω2(1− ρf)

)
×Ims−1

(
2msω1ω2

√
ρ2

(1− ρs)
√

Θ1Θ2

)
dω2dω1 (2.12)

na qual admite-se que ξ1 = ξ2 = γ. A equação (2.12) é de fato a expressão de cálculo
da probabilidade de indisponibilidade Po(γ) na saı́da de um SC.
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2.5 Resultados Numéricos

Nesta seção, os resultados numéricos apresentados têm como objetivo investigar
o impacto dos parâmetros caracterı́sticos do modelo no desempenho do sistema em
termos de probabilidade de indisponibilidade. Nos gráficos apresentados, as linhas,
contı́nuas ou tracejadas, representam os resultados teóricos obtidos nesta dissertação e
os sı́mbolos representam os pontos de simulações.

As simulações foram implementadas utilizando-se o MATLAB conforme código
apresentado no Apêndice A com o seguinte algoritmo:

1. Informados os parâmetros mf, ms, λf, λs e o número n de amostras desejado,
calcular o desvio padrão σ1s = σ2s =

√
1/(2ms);

2. Definir uma matriz de covariância Σ4ms×4ms a partir dos valores de σ1s, σ2s e de
λs;

3. Calcular a matriz triangular inferior que representa a matriz fator de Cholesky
da matriz Σ4ms×4ms;

4. Gerar uma matrizA4ms×n de variáveis Gaussianas correlacionadas, cujos desvios
padrões são σ1s = σ2s;

5. Calcular Ω2
1 =

∑2ms
i=1 a

2
ij e Ω2

2 =
∑4ms

i=2ms+1 a
2
ij , sendo aij os elementos da matriz

A4ms×n gerada no passo anterior;

6. Determinar os desvios padrões σ1f =
√

Ω1/(2mf) e σ2f =
√

Ω2/(2mf);

7. Definir uma matriz de covariância Σ4mf×4mf a partir dos valores de σ1f, σ2f e de
λf;

8. Calcular a matriz triangular inferior fator de Cholesky da matriz Σ4mf×4mf;

9. Gerar a matriz B4mf×n de variáveis Gaussianas correlacionadas, cujos desvios
padrões são σ1f para bij com i ≤ 2mf e σ2f para bij com 2mf + 1 ≤ i ≤ 4mf;

10. Calcular R2
1 =

∑2mf
i=1 b

2
ij e R2

2 =
∑4mf

i=2mf+1 b
2
ij , sendo bij os elementos da matriz

B4mf×n gerada no passo anterior.

Foram geradas para cada ponto de simulação 107 amostras correlacionadas. Sem perda
de generalidade, admite-se que o ganho médio de potência do sombreamento no canal
é unitário, ou seja, Θ1 = E(Ω2

1) = Θ2 = E(Ω2
2) = 1.

A Figura 2.2 apresenta a probabilidade de indisponibilidade teórica em função
do limiar de RSR instantânea, a partir de (2.12), e os pontos simulados, para di-
ferentes valores de coeficientes de correlação ρf e ρs, e variando-se os valores de
mf = ms. As curvas em linha contı́nua foram obtidas por meio da escolha de va-
lores ρf = ρs = 0, permitindo interpretar o resultado no cenário em que não existe
qualquer dependência entre R1, R2, Ω1 e Ω2, ou seja desvanecimento e sombreamento
independentes. Primeiramente, observar que os pontos simulados estão de acordo com
as curvas teóricas, confirmando o correto procedimento nas deduções matemáticas e
a precisão da simulação desenvolvida. O aumento dos parâmetros mf e ms contribui
positivamente para o desempenho do sistema, ou seja a probabilidade de indisponibili-
dade é menor à medida quemf ems aumentam, para um mesmo valor de limiar de RSR
instantânea. Este resultado está de acordo com o esperado uma vez que, a definição
do parâmetro m na distribuição Nakagami é o inverso da variância normalizada da
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variável aleatória. Ou seja, o aumento do respectivo fator, por exemplo ms, significa
a redução da variância normalizada de ambas as variáveis aleatórias Ω1 e Ω2 em torno
das suas respectivas potências médias Θ1 e Θ2 as quais, na Figura 2.2, são iguais a 1.
Claramente a existência de correlação impacta negativamente no desempenho do sis-
tema, resultando em um aumento da probabilidade de indisponibilidade. Este impacto
negativo é maior para valores maiores de mf e ms, ou de maneira semelhante, quando
o desvanecimento é menos severo.

−30 −25 −20 −15 −10 −5 0 5
10−7

10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

mf ems aumentando
(mf = ms = 0.5, 1, 2, 4)

γ [dB]

P
o(
γ
)

ρf = ρs = 0.5

ρf = 0.5, ρs = 0

ρf = 0, ρs = 0.5

ρf = ρs = 0

Figura 2.2: A influência de ρf e ρs sobre a probabilidade de indisponibilidade em canal com
desvanecimento sombreado duplamente correlacionado Nakagami-mf/Nakagami-ms.

Na Figura 2.3 os fatores de desvanecimento e sombreamento mf e ms são variados
e os coeficientes de correlação ρf e ρs são mantidos constantes. A partir da Figura 2.3
é possı́vel avaliar a influência isolada dos fatores mf e ms sobre o desempenho do sis-
tema. O fator mf referente ao desvanecimento tem maior impacto sobre o desempenho
do sistema do que o fator ms referente ao sombreamento. Notar o reduzido impacto
da variação do fator de sombreamento ms sob o cenário de desvanecimento severo
(mf = 0.5). Já o impacto da variação do parâmetro de desvanecimento mf é significa-
tivamente maior sob sombreamento severo (ms = 0.5). Portanto, embora o aumento
dos fatores mf e ms seja benéfico para o desempenho do sistema, o aumento do fator
mf referente ao desvanecimento tem maior influência do que o fator ms referente ao
sombreamento.

A Figura 2.4 contém a probabilidade de indisponibilidade em função dos parâmetros
de correlação ρf e ρs para distintos valores de mf = ms e limiar de RSR instantânea
igual a −10 dB. A correlação entre os sinais recebidos por ambos os ramos de diver-
sidade contribui negativamente para o desempenho do sistema pois a probabilidade da
RSR instantânea ocorrer aumenta conforme a correlação aumenta, seja ela referente ao
desvanecimento ou ao sombreamento.

As estatı́sticas conjuntas (FDP e FDC), embora representadas por meio de uma
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Figura 2.3: A influência de mf e ms sobre a probabilidade de indisponibilidade em canal com
desvanecimento sombreado duplamente correlacionado Nakagami-mf/Nakagami-ms.
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Figura 2.4: A influência de ρf e ρs sobre a probabilidade de indisponibilidade em canal com
desvanecimento sombreado duplamente correlacionado Nakagami-mf/Nakagami-ms.
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série infinita, convergem de maneira rápida para um dado valor prático de precisão. O
mesmo aplica-se à probabilidade de indisponibilidade. Como exemplo, a Tabela 2.1
fornece o número de termos K de (2.12) considerando sete casas decimais de precisão
e para vários valores de mf, ms, ρf e ρs, para um valor fixo de γ tal que, γ = −10 dB.
Note que, de uma maneira geral, o número de termos necessários na série é pequeno.
De maneira particular, perceba que o número de termos cresce com o aumento de ρf.

Tabela 2.1: Número de termos em (2.12) necessários para sete casas decimais de precisão.

mf ms ρf ρs K

0.5 0.5
0 0.7 2
0 0.9 2

0.5 0.5
0.7 0 14
0.9 0 37

0.5 0.5
0.3 0.9

7
1 2 4
2 1 0.9 0.3 9

2.6 Conclusões
Neste Capı́tulo, o canal de desvanecimento Nakagami com dupla diversidade foi

analisado admitindo-se a existência de sombreamento Nakagami com efeito na aleato-
riedade da potência média em cada um dos ramos de diversidade. Foi possı́vel obter
resultados teóricos e provenientes de simulações que concordam satisfatoriamente. Fo-
ram obtidas estatı́sticas conjuntas como função densidade de probabilidade e função
de distribuição cumulativa, e a probabilidade de indisponibilidade. Demonstrou-se
que a inclusão do sombreamento resulta em uma queda no desempenho. Os resul-
tados demonstraram a influência negativa de ambos os coeficientes de correlação no
desempenho do sistema.





Capı́tulo 3

Canal de Desvanecimento Sombreado
Duplamente Correlacionado
α-µ/Gama

O modelo de canal de desvanecimento α-µ foi formalmente proposto em [10]
trazendo as vantagens de incluir as distribuições Nakagami-m, Weibull, Gaussi-

ana unilateral, Rayleigh e exponencial negativa como casos particulares. Em [10], são
apresentadas algumas estatı́sticas conjuntas e marginais da distribuição α-µ como FDP,
FDC, momentos e coeficiente de correlação. Um dos motivadores para o estudo do ca-
nal de desvanecimento α-µ é que, dependendo do comprimento de onda utilizado, po-
dem existir elementos dentro do meio de propagação das ondas eletromagnéticas que
tornam inadequada a suposição de um campo de espalhamento difuso [5]. Em adição,
como motivador para a modelagem do sombreamento por meio da distribuição Gama
em detrimento da distribuição lognormal, pode-se citar a possı́vel derivação de outras
distribuições a partir da distribuição Gama e a sua tratabilidade matemática como mos-
trado em [15, 16, 28–33]. Com o intuito de atender aos sistemas de comunicação que
utilizam técnicas de diversidade, optou-se por distribuições α-µ e Gama bivariáveis.
Por fim, seguindo a estratégia presente em [16] e [28, eq. (7)] para a modelagem de ca-
nais de desvanecimento sombreado multiplicativo, o modelo de desvanecimento som-
breado multiplicativo α-µ/Gama será apresentado nas secções seguintes. Os resultados
aqui encontrados podem ser comparados com os resultados em [29]. A estrutura utili-
zada destina-se a explicar o modelo fı́sico, deduzir algumas das suas estatı́sticas com
ênfase no coeficiente de correlação, apresentar o algoritmo utilizado nas simulações
para comprovação dos resultados teóricos e analisar o desempenho de um sistema de
comunicações sem fio operando sobre tal canal por meio da métrica de OP.

21
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3.1 O Modelo Fı́sico
Sejam R1 e R2 duas envoltórias α-µ [10], representativas do fenômeno de desvane-

cimento plano sombreado, dadas por

Rα1
1 = Ω1

2µ∑
i=1

X2
i (3.1a)

Rα2
2 = Ω2

2µ∑
i=1

Y 2
i (3.1b)

com parâmetros (α1, µ) e (α2, µ), respectivamente. O parâmetro µ > 0 é o inverso
da variância normalizada de Rαi

i e os parâmetros αi representam a não-linearidade
do meio de propagação, i = 1, 2. As variáveis Xi e Yi são processos Gaussianos
mutuamente independentes com médias nulas e variâncias σ2

f tais que, 2µσ2
f = 1. Em

termos matemáticos C(Xk, Xj) = C(Yk, Yj) = 0 para k 6= j, C(Xk, Xj) = σ2
f e

C(Yk, Yj) = σ2
f para k = j, sendo C(·,·) o operador covariância. Admite-se correlação

entre os processos Xk e Yj para k = j de maneira que o coeficiente de correlação é
definido como

λf =
C(Xk, Yj)

σ2
f

δkj, (3.2)

−1 < λf < 1, δkj é o delta de Kronecker tal que δkj = 1 se k = j e δkj = 0 se k 6= j.
Por fim, tem-se que ρf = λ2

f [10,23] e o subı́ndice f denota os parâmetros relacionados
ao desvanecimento. A Figura 3.1 mostra o padrão de correlação em uma perspectiva
gráfica.

R
α1
1 = Ω1

(
X2

1 +X2
2 + · · · +X2

2µ

)

R
α2
2 = Ω2

(
Y 2
1 + Y 2

2 + · · · + Y 2
2µ

)

ρ ρs λf λf λf

Figura 3.1: Perspectiva gráfica do padrão de correlação no canal de desvanecimento sombre-
ado α-µ/Gama duplamente correlacionado.

Em (3.1), Ω1 e Ω2 são variáveis aleatórias representativas do fenômeno de desva-
necimento de longo prazo caracterizando o sombreamento. Admitindo que o compor-
tamento aleatório destas variáveis pode ser representado por uma distribuição Gama
bivariável, determina-se que [9]

Ω1 =
2m∑
i=1

W 2
i (3.3a)

Ω2 =
2m∑
i=1

Z2
i (3.3b)
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em que Ω1 e Ω2 têm parâmetros (m, Θ1) e (m, Θ2), respectivamente. O parâmetro
m > 0 também é definido como o inverso da variância normalizada de Ωi, i = 1, 2. As
variáveis Wi e Zi são processos Gaussianos mutuamente independentes com médias
nulas e variâncias σ2

W s ou σ2
Zs, respectivamente. Em termos matemáticos C(Wk,Wj) =

C(Zk, Zj) = 0 para k 6= j, C(Wk,Wj) = σ2
W s e C(Zk, Zj) = σ2

Zs para k = j. Admite-
se correlação para o sombreamento entre os processos Wk e Zj para k = j, gerando
assim, naturalmente, uma correlação entre os processos Gama Ω1 e Ω2. Logo, define-
se o coeficiente de correlação

λs =
C(Wk, Zj)√
σ2
W sσ

2
Zs

δkj, (3.4)

−1 < λs < 1. O coeficiente de correlação entre as variáveis Gama Ω1 e Ω2 é dado por
ρs = λ2

s . Os parâmetros Θ1 = E(Ω1) = 2mσ2
W s e Θ2 = E(Ω2) = 2mσ2

Zs denotam
os valores médios dos processos Ω1 e Ω2, respectivamente, e o subı́ndice s denota os
parâmetros relacionados ao sombreamento.

3.2 A FDP Conjunta α-µ/Gama
A FDP conjunta entre duas variáveis α-µ, R1 e R2, condicionadas em relação às

suas respectivas potências médias pode ser representada por [26, eq. (1)]

fR1,R2(r1, r2|Ω1 = ω1,Ω2 = ω2) =
α1α2µ

µ+1r
α1
2

(µ+1)−1

1 r
α2
2

(µ+1)−1

2

Γ(µ)ω1ω2(1− ρf)
(√

ρfω1ω2

)µ−1

× exp

[
− µ

1− ρf

(
rα1

1

ω1

+
rα2

2

ω2

)]
Iµ−1

(
2µ
√
rα1

1 rα2
2 ρf

(1− ρf)
√
ω1ω2

)
(3.5)

na qual os parâmetros α1 e α2 denotam a não-linearidade do meio, Ω1 = E (Rα1
1 ) e

Ω2 = E (Rα2), ρf representa o coeficiente de correlação entre Rα1
1 e Rα2

2 e µ representa
o inverso da variância normalizada de Rα1

1 e Rα2
2 . Fisicamente, o parâmetro µ repre-

senta o número de clusters de multipercurso. A expressão (3.5) é obtida seguindo o
procedimento padrão de transformação de variáveis aplicado à [26, eq. (1)] fazendo
R2
iN = Rαi

i , sendo o subı́ndice N referente à variável Nakagami [6].

Como pode ser visto em (3.5), ambas as variáveis R1 e R2 estão caracterizadas
pelo mesmo parâmetro µ [26]. Os parâmetros ρf e µ são determinı́sticos enquanto
as variáveis Ω1 e Ω2 são aleatórias. Esta estratégia permite representar a influência
do sombreamento multiplicativo sobre um canal de desvanecimento α-µ por meio da
aleatoriedade das potências médias. O mesmo método foi adotado para distribuições
univariáveis em [15–17, 19, 28] e para distribuições bivariáveis em [21, 29–33].

Utilizando (3.5), é possı́vel determinar a FDP conjunta das variáveis R1 e R2 como
[16, eq. (3)]

fR1,R2(r1, r2) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

fR1,R2(r1, r2|ω1, ω2)fΩ1,Ω2(ω1, ω2)dω1dω2 (3.6)

em que fΩ1,Ω2(ω1, ω2) representa a FDP conjunta entre Ω1 e Ω2. Como deseja-se ana-
lisar a influência de um sombreamento Gama sobre um canal de desvanecimento α-µ
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com diversidade, tal sombreamento pode ser caracterizado por [34, eq. (3)]

fΩ1,Ω2(ω1, ω2) =
mm+1(ω1ω2)

m−1
2 exp

(
− mω1

Θ1(1−ρs)
− mω2

Θ2(1−ρs)

)
Γ(m)Θ1Θ2(1− ρs)(

√
Θ1Θ2ρs)m−1

× Im−1

(
2m
√
ω1ω2ρs

(1− ρs)
√

Θ1Θ2

)
. (3.7)

Como pode ser visto em (3.7), as variáveis Ω1 e Ω2 estão condicionadas ao mesmo
parâmetro m, o qual é o inverso da variância normalizada de Ωi, i = 1, 2. Além disso,
ρs representa o coeficiente de correlação entre Ω1 e Ω2.

Substituindo (3.5) e (3.7) em (3.6) e reescrevendo Iν(·) com o auxı́lio de [27, eq.
(8.445)]

Iν(z) =
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(
z
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)ν+2k
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, (3.8)

obtém-se
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Alterando a ordem de integração em (3.9) e separando as variáveis dos termos cons-
tantes tem-se
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a qual, pode ser resolvida utilizando [27, eq. (3.471.9)], obtendo-se

fR1,R2(r1, r2)=
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µ+mmµ+mr
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)
, (3.11)

após algumas simplificações algébricas. Em (3.11) Kν(·) é a função de Bessel modi-
ficada de segundo tipo e ordem ν [7, eq. (9.6.4)]. A expressão em (3.11) representa
a FDP conjunta α-µ/Gama entre duas variáveis α-µ, R1 e R2, correlacionadas quando
as suas respectivas potências médias estão também correlacionadas e apresentam com-
portamento aleatório representado por uma FDP conjunta Gama.

3.3 A FDC Conjunta α-µ/Gama
A FDC conjunta entre duas variáveis, R1 e R2, representada por FR1,R2(r1, r2) =

P [R1 ≤ r1, R2 ≤ r2] [35, eq. (5.8)] é a probabilidade do evento {R1 ≤ r1} ∩ {R2 ≤
r2}. Dessa forma, a FDC conjunta entre duas variáveis, R1 e R2, cujas respectivas
potências médias Ω1 e Ω2 são aleatórias e representadas por uma distribuição Gama
bivariável pode ser calculada a partir da FDP conjunta dada em (3.11) como

FR1,R2(r1, r2) =

∫ r2

0
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fR1,R2(x1, x2)dx1dx2. (3.12)

Substituindo-se (3.11) em (3.12) e utilizando a substituição xi = rit
1/αi
i , da qual

resulta que se xi → 0, então ti → 0 e se xi → ri, então ti → 1, i = 1, 2, obtém-se
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dt2. (3.13)

Alterando a ordem de integração em (3.13) e separando as variáveis dos termos cons-
tantes tem-se

FR1,R2(r1, r2) =
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Por fim, utilizando [27, eq. (6.592.2)] e após algumas simplificações algébricas obtém-
se

FR1,R2(r1, r2) =
µ2µm2µr1
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(3.15)

na qual Gm,n
p,q (·|··) representa a função G de Meijer [27, eq. (9.301)]. O Apêndice B

fornece alguns detalhes adicionais relacionados à funçãoG de Meijer. Esta função está
disponı́vel nos principais softwares matemáticos como o WOLFRAM MATHEMATICA,
por exemplo. A expressão (3.15) representa a FDC conjunta α-µ/Gama entre duas
variáveis α-µ, R1 e R2, correlacionadas quando as suas respectivas potências médias
estão também correlacionadas e apresentam comportamento aleatório representado por
uma FDP conjunta Gama.

3.4 Momentos Conjuntos da Distribuição α-µ/Gama
Utilizando [2, eq. (2.124)], os momentos conjuntos da distribuição α-µ/Gama po-

dem ser calculados por meio de

E(Rn1
1 R

n2
2 ) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

rn1
1 rn2

2 fR1R2(r1, r2)dr1dr2. (3.16)
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Substituindo (3.11) em (3.16) e separando as variáveis dos termos constantes tem-se
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(3.17)

Fazendo a substituição ri = u
2/αi
i , da qual resulta que se ri → 0 então ui → 0 e se

ri →∞ então ui →∞, i = 1, 2, obtém-se
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Alterando a ordem de integração e realizando simplificações algébricas tem-se
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(3.19)

e com o auxı́lio de [27, eq. (6.561.16)] obtém-se, após algumas simplificações algébricas,
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Por fim, simplificando a expressão em (3.20) com base no sı́mbolo de Pochhammer [7,
eq. (6.1.22)]

(b)n =
Γ(b+ n)

Γ(b)
(3.21)

e na série hipergeométrica generalizada [27, eq. (9.14.1)]

pFq(α1, α2, . . . , αp; β1, β2, . . . , βq; z) =
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a expressão (3.20) pode ser simplificada para
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na qual 2F1(α, β; γ; z) representa a função hipergeométrica de Gauss [7, eq. (15.1.1)].
Utilizando-se mais uma vez o sı́mbolo de Pochhammer obtém-se
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que permite simplificar a expressão para o cálculo dos momentos conjuntos de uma
distribuição α-µ/Gama para
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3.5 FDPs Marginais α-µ/Gama
Com base em [2, eq. (2.117)], as FDPs marginais podem ser obtidas por

fR1(r1) =

∫ ∞
0

fR1,R2(r1, r2)dr2 (3.26a)

fR2(r2) =

∫ ∞
0

fR1,R2(r1, r2)dr1. (3.26b)
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Substituindo (3.11) em (3.26a) tem-se
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para a qual, separando a variável dos fatores constantes obtém-se
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A expressão em (3.28) pode ser resolvida adotando-se a mesma estratégia de substituição
de variáveis, r1 = u

2/α1

1 , utilizada em (3.18). Fazendo isto, a expressão em (3.28) re-
sulta em
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que pode ser simplificada para
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e esta pode ser solucionada utilizando-se [27, 6.561.16], obtendo-se
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após algumas simplificações algébricas. Por fim, utilizando o teorema da multiplicação
[7, eq. (9.6.51)]

Kν(bz) = b±
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Kν±k(z), (3.32)

é possı́vel simplificar a expressão em (3.31) para

fR1(r1) =
2α1

Γ(µ)Γ(m)

(√
µm

Θ1

)µ+m

r
α1
2

(µ+m)−1

1 Km−µ

2

√
µmrα1

1

Θ1

 . (3.33)

A FDP marginal α-µ/Gama fR2(r2) pode ser encontrada de maneira semelhante a partir
de (3.26b).

3.6 Momentos de R1 e R2

Utilizando as FDPs marginais de R1 e R2 em (3.33), pode-se calcular os seus res-
pectivos momentos como [2, eq. (2.7)]

E(Rni
i ) =

∫ ∞
0

ri
nifRi(ri)dri (3.34)

em que i = 1, 2. Substituindo (3.33) em (3.34), realizando a substituição ri = u
2/αi
i ,

utilizando [27, eq. (6.561.16)] e após algumas simplificações algébricas, os momentos
de R1 e R2 podem ser calculados como

E(Rni
i ) =

1

Γ(µ)Γ(m)

(
Θi

µm

)ni
αi

Γ

(
µ+

ni
αi

)
Γ

(
m+

ni
αi

)
(3.35)

na qual i = 1, 2. A expressão (3.35) ainda pode ser simplificada utilizando-se o
sı́mbolo de Pochhammer para

E(Rni
i ) = (µ)ni

αi

(m)ni
αi

(
Θi

µm

)ni
αi

. (3.36)
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3.7 Coeficiente de Correlação na Potência

O coeficiente de correlação na potência entre R2
1 e R2

2 pode ser calculado por

ρ =
C(R2

1, R
2
2)√

V(R2
1)V(R2

2)
. (3.37)

Além disso, C(R2
1, R

2
2) = E(R2

1, R
2
2) − E(R2

1)E(R2
2) [2, eq. (2.129)] e V(R2

i ) =
E(R4

i )−E2(R2
i ) [2, eq. (2.8)], i = 1, 2. Logo, utilizando (3.23) e (3.35) para o cálculo

dos momentos e após algumas manipulações algébricas, o coeficiente de correlação na
potência entre R1 e R2 pode ser calculado como

ρ =
Γ
(
µ+ 2

α1

)
Γ
(
µ+ 2

α2

)
Γ
(
m+ 2

α1

)
Γ
(
m+ 2

α2

)
Γ(µ)Γ(m)

√
Γ
(
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α1

)
Γ
(
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α1

)
−

(
Γ
(
µ+ 2

α1

)
Γ
(
m+ 2

α1

))2

Γ(µ)Γ(m)

×

 (1− ρf)
µ+ 2

α1
+ 2
α2 (1− ρs)

m+ 2
α1

+ 2
α2√

Γ
(
µ+ 4

α2

)
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(
m+ 4
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−

(
Γ
(
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α2

)
Γ
(
m+ 2

α2

))2

Γ(µ)Γ(m)

× 2F1

(
µ+

2

α1

, µ+
2

α2

;µ; ρf

)
2F1

(
m+

2

α1

,m+
2

α2

;m; ρs

)

− 1√
Γ
(
µ+ 4

α2

)
Γ
(
m+ 4

α2

)
−

(
Γ
(
µ+ 2

α2

)
Γ
(
m+ 2

α2

))2

Γ(µ)Γ(m)

 (3.38)

a qual reescrevendo-se por meio do sı́mbolo de Pochhammer torna-se

ρ =
Γ(µ) (µ) 2

α1

Γ
(
µ+ 2

α2

)
Γ(m) (m) 2

α1

Γ
(
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α2

)
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−
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×
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α2 (1− ρs)
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α2√
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(
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)
Γ
(
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)
−

Γ(µ)(µ) 2
α2

Γ(m)(m) 2
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Γ
(
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α2

)
Γ
(
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α2

)
Γ(µ)Γ(m)
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(
µ+

2

α1

, µ+
2

α2

;µ; ρf

)
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(
m+

2

α1
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α2

;m; ρs
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(
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)
Γ
(
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α2

Γ(m)(m) 2
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(
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(
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)
Γ(µ)Γ(m)

 (3.39)
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que pode ser simplificada para

ρ =
(µ) 2

α1

(m) 2
α1

Γ
(
µ+ 2

α2

)
Γ
(
m+ 2

α2

)
√

Γ
(
µ+ 4
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Γ
(
m+ 4
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)
− (µ) 2
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(m) 2
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Γ
(
µ+ 2
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)
Γ
(
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)

×
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α2√
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(
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(
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,m+
2
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;m; ρs
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− 1√
Γ
(
µ+ 4

α2

)
Γ
(
m+ 4
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)
− (µ) 2

α2

(m) 2
α2

Γ
(
µ+ 2

α2

)
Γ
(
m+ 2

α2

)
 .

(3.40)

3.8 Casos Particulares da Distribuição α-µ/Gama
Em [10], é demonstrado que a distribuição α-µ compreende outras distribuições

que representam modelos de canais como a Gama, Nakagami-m, exponencial, Wei-
bull, Gaussiana unilateral e Rayleigh. Logo, é então possı́vel obter distribuições como
Gama/Gama, Nakagami/Gama, Exponencial/Gama, Weibull/Gama, Gaussiana Unila-
teral Gama e Rayleigh/Gama a partir da α-µ/Gama. Para tanto, é suficiente aplicar às
expressões obtidas nas Secções 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6 e 3.7 o procedimento padrão de
transformação de variáveis [10] para µ > 0 indicado por

Rαi
iα−µ

= R2
iNakagami−m

= RiGama (3.41)

e para µ ∈ Z

Rαi
iα−µ

=

µ∑
j=1

RiExponencial−j (3.42a)

Rαi
iα−µ

=

µ∑
j=1

R2
iRayleigh−j

(3.42b)

Rαi
iα−µ

=

2µ∑
j=1

R2
iGaussiana−j

(3.42c)

em que i = 1, 2. Em particular, algumas destas distribuições já foram exploradas
em [29] (Nakagami/Gama e Rayleigh/Gama) e [31] (Weibull/Gama). Tal fato demons-
tra a importância das deduções e análises desenvolvidas nesta dissertação, no sentido
de generalizar diversos resultados disponı́veis na literatura e, ainda, explorar cenários
não analisados. A obtenção da distribuição Nakagami/Gama, ainda não explorada na
literatura, a partir da α-µ/Gama será detalhada a seguir.
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3.8.1 A Distribuição Nakagami/Gama
Aplicando o procedimento padrão de transformação de variáveis em (3.41) sendo,

o subı́ndice N referente à distribuição Nakagami-m, em (3.11), é possı́vel obter a FDP
conjunta da distribuição Nakagami-mf/Gama-ms como

fR1N,R2N(r1, r2)=
16mf

mf+msms
mf+ms(r1r2)mf+ms−1

Γ(mf)Γ(ms)(1− ρf)ms(1− ρs)mf
(√

Θ1Θ2

)mf+ms

×
∞∑

k,l=0

ρlfρ
k
s

k!l!Γ(ms + k)Γ(mf + l)

[
mfmsr1r2√

Θ1Θ2(1− ρf)(1− ρs)

]k+l

×Kms−mf+k−l

(
2r1

√
mfms

Θ1(1− ρf)(1− ρs)

)
Kms−mf+k−l

(
2r2

√
mfms

Θ2(1− ρf)(1− ρs)

)
(3.43)

na qualmf ems denotam os fatores de desvanecimentom da distribuição de Nakagami
sendo, os subı́ndices f e s referentes ao desvanecimento (distribuição Nakagami) e ao
sombreamento (distribuição Gama), respectivamente. Os demais parâmetros em (3.43)
têm a mesma definição que em (3.11). As demais estatı́sticas como FDC, momentos
conjuntos e marginais e FDPs marginais da distribuição Nakagami-mf/Gama-ms po-
dem ser obtidas a partir de (3.15), (3.23), (3.35) e (3.33), respectivamente, tomando
αi = 2, i = 1, 2. O mesmo é verdade para o cálculo do coeficiente de correlação na
potência da distribuição Nakagami-mf/Gama-ms. De fato, tomando αi = 2, i = 1, 2,
em (3.40) tem-se

ρ =
(µ) 2

2
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2
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 . (3.44)

Observando que as funções hipergeométricas em (3.44) têm a forma 2F1 (a, b; b− 1; z),
a fórmula [36]

2F1 (a, b; b− 1; z) =
(1− z)−a−1 (b+ (a− b+ 1)z − 1)

b− 1
(3.45)

permite reescrever (3.44) como

ρ =
(µ) 2

2
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2
Γ
(
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2
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Γ
(
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Γ
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×
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µ
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]
(3.46)
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após algumas simplificações algébricas. Por fim, utilizando a fórmula de recorrência
Γ(x + 1) = xΓ(x) [27, eq. (8.331.1)], reescrevendo o sı́mbolo de Pochhammer como
a razão entre funções gama e realizando outras simplificações algébricas, obtém-se

ρ =
µρs +mρf + ρfρs

µ+m+ 1
(3.47)

a qual, considerando µ = mf e m = ms, representa o coeficiente de correlação na
potência da distribuição Nakagami-mf/Gama-ms, ou seja

ρN =
mfρs +msρf + ρfρs

mf +ms + 1
. (3.48)

Por fim, ao contrário da distribuição α-µ/Gama, é possı́vel calcular em forma fechada
a função caracterı́stica marginal da distribuição Nakagami-mf/Gama-ms como [2, eq.
(2.16)]

ψRiN(ωi) =
4ms−mf+1

√
πΓ(2mf)Γ(2ms)

Γ(mf)Γ(ms)Γ
(
mf +ms + 1

2
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2
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2
√

mfms
Θi
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jωi − 2
√

mfms
Θi

 , (3.49)

i = 1, 2, e a função caracterı́stica conjunta como [37, eq. (7.23)]

ψR1N,R2N(ω1, ω2) =
16ms−mf+1πmf

2msms
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(3.50)

com o auxı́lio de [27, eq. (6.621.3)] para a resolução das integrais.

Outras distribuições já mencionadas na literatura ainda podem ser derivadas da
distribuição Nakagami-mf/Gama-ms. Por exemplo, [16, eq. (5)] representa a FDP
marginal da distribuição Nakagami-mf/Gama-ms e [30] apresenta a distribuição K ge-
neralizada a qual, pode ser comparada à distribuição Nakagami-mf/Gama-ms tomando
mf = 1 e admitindo que as variáveis Ωi, i = 1, 2, estão condicionadas ao mesmo fator
ms.
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3.9 Probabilidade de Indisponibilidade
Denominando-se o limiar por γ, a probabilidade de indisponibilidade Po(γ) pode

ser comparada a FDC de uma distribuição pois, a FDC representa a probabilidade do
evento {X ≤ x}. Logo, a FDC dada em (3.15) pode ser utilizada para representar
a probabilidade do sinal recebido, propagando-se em um canal com desvanecimento
sombreado α-µ/Gama, estar abaixo do limiar γ, admitindo-se dupla diversidade.

Considerando o limiar γ igual a RSR instantânea Ξi, sendo i = 1, 2, cada um
dos dois ramos de diversidade, com Ξi = R2

iEb/N0 e Eb/N0 a razão entre a energia
média por bit e a densidade espectral de potência unilateral do ruı́do, Po(γ) pode ser
interpretada como a probabilidade de indisponibilidade da RSR instantânea Ξi = γ,
admitindo-se uma dada RSR média, Ξi = E(Rαi

i )Eb/N0. Além disso, sabendo que
Θi = E(Ωi) = E(E(Rαi

i )) = E(Rαi
i ), i = 1, 2, a RSR média em cada um dos dois

ramos de diversidade pode ser então calculada por Ξi = ΘiEb/N0. Portanto, rees-
crevendo (3.15) por métodos de transformação de variáveis fazendo r2

i = Θ
2/αi
i ξi/ξi,

i = 1, 2, a probabilidade de indisponibilidade Po(γ) = FΞ1,Ξ2(ξ1, ξ2) para ξ1 = ξ2 = γ
é obtida como

Po(γ) = FΓ,Γ(γ, γ) =
µ2µm2µγ

µ
2

(α1+α2)

Γ(µ)Γ(m)(1− ρf)µ(1− ρs)2µ−mγ1

α1µ
2 γ2

α2µ
2

×
∞∑

k,l=0

ρlfρ
k
s

k!l!Γ(m+ k)Γ(µ+ l)

[
µmγ

α1+α2
4

(1− ρf)(1− ρs)γ1

α1
4 γ2

α2
4

]2l

× G2,1
1,3

(
µmγ

α1
2

(1− ρf)(1− ρs)γ1

α1
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2

∣∣∣∣1−µ−l
m−µ+k−l,0,−µ−l

)
(3.51)

a qual, é de fato a expressão de cálculo da probabilidade de indisponibilidade Po(γ) na
saı́da de um SC.

3.10 Resultados Numéricos
Nesta seção, os resultados numéricos apresentados têm como objetivo investigar o

impacto dos parâmetros caracterı́sticos do sistema sobre o seu desempenho, utilizando
a expressão para o cálculo do coeficiente de correlação dada em (3.40) e da probabili-
dade de indisponibilidade apresentada em (3.51) e investigar a convergência das séries
infinitas. Nos gráficos apresentados, as linhas, contı́nuas ou tracejadas, representam
os resultados teóricos utilizando as expressões matemáticas, e os sı́mbolos represen-
tam os pontos de simulações as quais, foram implementadas utilizando-se o MATLAB

conforme código apresentado no Apêndice A. As amostras correlacionadas foram ge-
radas a partir do método de decomposição de Cholesky [38] obedecendo ao seguinte
algoritmo:

1. Informados os parâmetros α1, α2, µ, m, λf, λs e o número n de amostras dese-
jado, calcular o desvio padrão σf =

√
1/(2µ);
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2. Definir uma matriz de covariância Σ4µ×4µ com os valores de σf e λf;

3. Calcular a matriz triangular inferior que representa a matriz fator de Cholesky
da matriz Σ4µ×4µ;

4. Gerar uma matriz A4µ×n de variáveis Gaussianas correlacionadas, cujos desvios
padrões são σf;

5. Determinar os desvios padrões σW s =
√

Θ1/(2m) e σZs =
√

Θ2/(2m);

6. Definir uma matriz de covariância Σ4m×4m com os valores de σW s, σZs e λs;

7. Calcular a matriz triangular inferior que representa a matriz fator de Cholesky
da matriz Σ4m×4m;

8. Gerar a matriz B4m×n de variáveis Gaussianas correlacionadas, cujos desvios
padrões são σW s para bij com i ≤ 2m e σZs para bij com 2m+ 1 ≤ i ≤ 4m;

9. Calcular Rα1
1 =

(∑2m
i=1 b

2
ij

) (∑2µ
i=1 a

2
ij

)
e Rα2

2 =
(∑4m

i=2m+1 b
2
ij

) (∑4µ
i=2µ+1 a

2
ij

)
,

sendo aij os elementos da matriz A4µ×n gerada no passo 4.

Foram geradas para cada ponto de simulação 107 amostras correlacionadas. Sem perda
de generalidade, admite-se que a RSR média em cada ramo é unitária na análise da
probabilidade de indisponibilidade.

Nas Figuras 3.2 e 3.3 encontram-se curvas do coeficiente de correlação na potência,
ρ, entre as variáveis R2

1 e R2
2 representativas do canal de desvanecimento sombreado

α-µ/Gama duplamente correlacionado, em função dos coeficientes de correlação na
potência, ρf e ρs, caracterı́sticos dos canais de desvanecimento α-µ e de sombreamento
Gama, respectivamente. Estes gráficos foram obtidos ora variando ρf e mantendo os
demais parâmetros constantes, ora variando ρs e mantendo os demais parâmetros cons-
tantes. Comparando as curvas com ρf variando na Figura 3.2, nota-se que para αi ≥ 1
as curvas assemelham-se a uma reta de coeficiente angular positivo e proporcional aos
parâmetros αi em e inversamente proporcional ao parâmetro µ. Já para αi < 1, as cur-
vas assemelham-se a uma curva exponencial de variação proporcional aos parâmetros
αi e µ e inversamente proporcional ao parâmetro m, i = 1, 2. Por outro lado, as curvas
com ρs variando na Figura 3.3 têm crescimento proporcional aos parâmetros αi e µ e
inversamente proporcional ao parâmetro m, sendo semelhantes a uma reta para αi ≥ 1
e a uma curva exponencial para αi < 1, i = 1, 2. Em especial, note que comparando-
se as Figuras 3.2 e 3.3, para αi ≥ 1, as curvas com ρf variando têm valores máximos
maiores que as curvas com ρs variando enquanto que para αi < 1, são as curvas com
ρs variando que têm valores máximos maiores que as curvas com ρf variando, i = 1, 2.

A Figura 3.4 contém os gráficos da probabilidade de indisponibilidade obtidos a
partir de (3.51) para diferentes valores dos coeficientes de correlação na potência,
ρf e ρs, dos parâmetros referentes ao desvanecimento e sombreamento, µ e m, e da
não-linearidade do meio, α1 e α2. Na Figura 3.4, alguns gráficos foram omitidos
para melhor interpretação dos resultados pois, as curvas mais superiores estão muito
próximas umas das outras. Como pode ser deduzido a partir da observação da Figura
3.4, a presença da correlação afeta negativamente o desempenho do sistema SC uma
vez que a probabilidade de ocorrência de menores RSRs instantâneas aumenta con-
forme os coeficientes de correlação ρf e ρs aumentam. Em outras palavras, quanto
menor for a correlação entre os ramos de diversidade do sistema SC, melhor será o
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Figura 3.2: Coeficiente de correlação na potência em canal com desvanecimento sombreado
α-µ/Gama duplamente correlacionado com ρf variando.
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seu desempenho. Além disso, a Figura 3.4 mostra que a não-linearidade do meio
pode afetar consideravelmente o desempenho do sistema uma vez que a probabili-
dade de ocorrência de uma mesma RSR instantânea, −25 dB por exemplo, aumenta
conforme αi diminui. Isto é justificado observando-se os valores de limiar de RSR ins-
tantânea avaliados no cálculo da probabilidade de indisponibilidade. Sejam estes valo-
res γ = Ξi = R2

iEb/N0, eles são maiores para 0 < αi < 1 do que para αi ≥ 1, i = 1, 2,
quando γ ≤ 0 dB. Outro resultado importante obtido a partir da Figura 3.4 é sobre os
parâmetros referentes ao desvanecimento e sombreamento, µ e m. Tais parâmetros in-
fluenciam positivamente o desempenho do sistema SC conforme aumentam. Isto será
melhor identificado na Figura 3.5.
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γ
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ρf = 0.5, ρs = 0

ρf = 0, ρs = 0.5

ρf = 0, ρs = 0

Figura 3.4: A influência de ρf e ρs sobre a probabilidade de indisponibilidade em canal com
desvanecimento sombreado α-µ/Gama duplamente correlacionado.

A Figura 3.5 permite interpretar a influência dos parâmetros de desvanecimento, µ,
e de sombreamento, m, sobre a probabilidade de indisponibilidade dada em (3.51). Os
gráficos foram obtidos mantendo-se os coeficientes de correlação na potência referen-
tes ao desvanecimento e ao sombreamento constantes tais que, ρf = 0.3 e ρs = 0.6.
Com base na Figura 3.5 conclui-se que o aumento dos fatores de desvanecimento e
sombreamento, µ e m, tem influência positiva sobre o desempenho do sistema SC.
Em outras palavras, o aumento de tais fatores diminui a probabilidade de que os si-
nais recebidos pelos ramos de diversidade do sistema apresentem RSRs instantâneas
menores do que 0 dB. Este resultado está de acordo com a definição dos fatores µ
e m, a qual pode ser encontrada em [10, eq. (2)] para µ e em [6, eq. (21)] para
m. Quanto maiores forem estes fatores, menores serão as variâncias tanto do des-
vanecimento quanto do sombreamento. Logo, um canal de comunicação composto
de desvanecimento e sombreamento cujos fatores de desvanecimento e sombreamento
são relativamente grandes, é menos agressivo à comunicação sem fio do que um canal
de comunicação composto de desvanecimento e sombreamento em que os fatores de
desvanecimento e sombreamento são pequenos.
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Figura 3.5: A influência de µ e de m sobre a probabilidade de indisponibilidade em canal com
desvanecimento sombreado α-µ/Gama duplamente correlacionado.

A Figura 3.6 contém curvas que relacionam diferentes valores de ρf e ρs a um
mesmo valor de ρ. Essas curvas foram obtidas reescrevendo-se a expressão em (3.40)
como uma função de ρf em ρs, admitindo-se diferentes valores de ρ. Por exemplo, con-
sidere que ρ é tal que, ρ = 0.1 em (3.40), e reescreva a relação matemática entre ρf e
ρs condicionada a esse valor de ρ utilizando (3.40). Feito isto, plote a curva localizada
no canto inferior esquerdo da Figura 3.6. Esta curva representa o conjunto de pares de
valores de ρf e ρs que resultam em ρ = 0.1.

O conjunto de curvas da Figura 3.6 permite concluir que mais de dois valores de
ρf e ρs podem ser associados ao mesmo valor de ρ. Com base nisso, indaga-se: é
possı́vel que o sistema possa apresentar diferentes curvas de OP para um único valor
de ρ dependendo dos valores de ρf e de ρs? A Figura 3.7 apresenta a resposta: sim!
As curvas na Figura 3.7 mostram que é possı́vel que o sistema apresente diferentes
valores de Po(γ) para um mesmo γ sendo que o valor de ρ permanece constante e
ρf e ρs variam. Ressalta-se então a importância de identificar como a correlação no
desvanecimento e no sombreamento ocorrem sendo possı́vel obter uma melhora no
desempenho do sistema mesmo que a correlação na potência entre as cópias do sinal
recebido pelos dois ramos seja constante.

As estatı́sticas conjuntas (FDP e FDC) dadas em (3.11) e (3.15), embora represen-
tadas por meio de uma série infinita, convergem de maneira rápida para um dado valor
prático de precisão. O mesmo aplica-se à probabilidade de indisponibilidade. Como
exemplo, a Tabela 3.1 fornece o número de termos K e L em (3.51) considerando sete
casas decimais de precisão e vários valores para α1, α2, µ, m, ρf e ρs, sendo γ e γi
fixos tais que, γ = −10 dB e γi = 1 dB, i = 1, 2. Note que, de uma maneira geral,
o número de termos necessários na série é pequeno e, de maneira particular, o número
de termos cresce com o aumento de ρf ou ρs e diminui com o aumento de α1 ou α2.
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Figura 3.6: Diferentes valores de ρf e de ρs que resultam em um mesmo valor de coeficiente
de correlação na potência em canal com desvanecimento sombreado α-µ/Gama duplamente
correlacionado.
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Tabela 3.1: Número de termos em (3.51) necessários para sete casas decimais de precisão.

α1 α2 µ m ρf ρs K,L

1.7 3.2
2.3 3.4 0.55 0 3
2.3 3.4 0.81 0 7
2.3 3.4 0.94 0 17

1.7 3.2
2.3 3.4 0 0.55 8
2.3 3.4 0 0.81 18
2.3 3.4 0 0.94 49

1.7 3.2
1 1

0.45 0.45
10

1.75 1 12
2.5 1 14

1.7 3.2
1 1.75

0.45 0.45
12

1 2.5 14
4.1

2.9 1.3 0.3 0.42 0.35
15

6.3 14

2.9
1.2

1.3 0.3 0.42 0.35
16

3.7 15

3.11 Conclusões
Neste Capı́tulo, analisou-se o canal de desvanecimento α-µ com dupla diversidade

admitindo-se a existência de sombreamento com efeito na aleatoriedade da potência
média de cada um dos ramos de diversidade. O modelo de sombreamento utilizado foi
a distribuição bivariável Gama. Foi possı́vel obter resultados teóricos e provenientes
de simulações que concordam satisfatoriamente. Foram obtidas estatı́sticas conjuntas e
não conjuntas como função densidade de probabilidade, função de distribuição cumu-
lativa e momentos, todas representadas por meio de expressões analı́ticas. Além disso,
a expressão do coeficiente de correlação na potência também foi obtida. Em particu-
lar, discutiu-se a derivação de outras distribuições a partir da α-µ/Gama com especial
atenção para a distribuição Nakagami/Gama bivariável. Como exemplo de aplicação
da distribuição α-µ/Gama, utilizou-se a métrica de análise de desempenho denominada
probabilidade de indisponibilidade em um sistema SC. Concluiu-se que o aumento dos
parâmetros de desvanecimento e sombreamento afetam positivamente o desempenho
de um sistema SC conforme aumentam. A justificação deste resultado vem do fato de
que parâmetros de desvanecimento ou sombreamento maiores indicam um ambiente
menos agressivo à comunicação sem fio. Além disso, a correlação entre os sinais re-
cebidos por ambos os ramos de diversidade, seja em relação ao desvanecimento ou ao
sombreamento, contribui negativamente para o sistema pois, a probabilidade das me-
nores RSRs instantâneas ocorrerem aumenta conforme a correlação também aumenta.
Por fim, observou-se que um único valor de correlação na potência entre as envoltórias
α-µ/Gama pode caracterizar diferentes curvas de desempenho de um sistema SC reve-
lando que, é possı́vel obter melhores desempenhos alterando a correlação caracterı́stica
do desvanecimento ou do sombreamento considerando um mesmo valor do coeficiente
de correlação na potência caracterı́stico do desvanecimento sombreado.





Capı́tulo 4

Conclusões e Trabalhos Futuros

4.1 Conclusões
O objetivo principal o qual consiste em explorar modelos probabilı́sticos de ca-

nais compostos de desvanecimento sombreando multiplicativo foi alcançado com su-
cesso. Os modelos de canais α-µ/Gama e Nakagami-mf/Nakagami-ms foram ana-
lisados por meio da métrica de probabilidade de indisponibilidade. Além disso, al-
gumas expressões como função densidade de probabilidade, função de distribuição
cumulativa, momentos e coeficiente de correlação foram obtidas em formas fecha-
das. Quando não foi possı́vel obtê-las em formas fechadas, a saber, para o modelo
Nakagami-mf/Nakagami-ms, ainda conseguiu-se analisar o desempenho de um sis-
tema com diversidade utilizando o combinador por seleção por meio de integração
numérica. As observações realizadas permitiram compreender de forma mais precisa
a influência do sombreamento multiplicativo em um canal outrora, que apresentava so-
mente desvanecimento. De fato, a principal contribuição desta dissertação é a análise
da influência da correlação entre os processos internos e no sombreamento sobre o
desempenho do sistema: diferentes curvas de desempenho podem existir para uma
mesma correlação e o sombreamento pode ser tão agressivo quanto o desvanecimento
dependendo do modelo de canal em questão.

4.2 Trabalhos Futuros
Ainda existem muitas oportunidades a serem exploradas. Dentre elas, pode-se men-

cionar:

1. O uso da distribuição α-µ para modelar o sombreamento, obtendo o modelo
bivariável α-µ/α-µ;

2. Analisar um outro modelo de sombreamento que implica na multiplicação das
componentes Gaussianas por outras variáveis aleatórias;

3. A adição da mobilidade aos modelos compostos de desvanecimento sombreado
multiplicativo aqui apresentados.
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Apêndice A

Códigos em MATLAB

1 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
2 % E s t a f un ca o e s t i m a a p r o b a b i l i d a d e de i n d i s p o n i b i l i d a d e
3 % de um s i s t e m a com s e l e c a o combinada de d o i s ramos a
4 % p a r t i r das a m o s t r a s de duas e n v o l t o r i a s a lpha−mu c u j a s
5 % p o t e n c i a s medias sao i n f l u e n c i a d a s por o u t r a s duas
6 % v a r i a v e i s Gama .
7 %
8 % O v a l o r de E b / N 0 a d o t a d o e t a l que , E b / N 0 = 1 e o
9 % i n t e r v a l o de dominio de p o t e n c i a s e [−30 dB , 5 dB ] .

10 %
11 % Os p a r a m e t r o s de e n t r a d a sao os f a t o r e s de n o
12 % l i n e a r i d a d e do meio a l p h a 1 e a l p h a 2 , o f a t o r de
13 % d e s v a n e c i m e n t o mu , o f a t o r de sombreamento m, os
14 % c o e f i c i e n t e s de c o r r e l a c a o l a m b d a f e l ambda s e o
15 % numero de a m o s t r a s n .
16 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
17

18 f u n c t i o n [ mean R1 , mean R2 , c o e f c o r r e l e s t i m p o t ,
c o e f c o r r e l e s t i m p o t s o m b r ] =
g e r a r g r a f o u t a g e a l p h a m u b i v c o r r s o m b r g a m a r m s
corr mu m ( a l p h a 1 , a l p h a 2 , mu , m, lambda f , lambda s ,

n )
19

20 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
21 % Gerando as a m o s t r a s de duas e n v o l t o r i a a lpha−mu−gama
22 % c o r r e l a c i o n a d a s .
23 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
24 [ mean R1 , mean R2 , c o e f c o r r e l e s t i m p o t ,

c o e f c o r r e l e s t i m p o t s o m b r , a m o s t r e n v o l t 1 ,
a m o s t r e n v o l t 2 ] =
g e r a r a l p h a m u b i v c o r r s o m b r g a m a r m s c o r r ( a l p h a 1 ,
a l p h a 2 , mu , m, lambda f , lambda s , n ) ;

25

1
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26 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
27 % C a l c u l a n d o a p o t e n c i a das a m o s t r a s das e n v o l t o r i a s
28 % g e r a d a s .
29 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
30 a m o s t r s n r = [ a m o s t r e n v o l t 1 . ˆ 2 ; a m o s t r e n v o l t 2 . ˆ 2 ] ;
31

32 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
33 % C a l c u l a n d o o maior v a l o r e n t r e os p a r e s de p o t e n c i a das
34 % e n v o l t o r i a s .
35 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
36 a m o s t r s e l e c c o m b = max ( a m o s t r s n r , [ ] , 1 ) ;
37

38 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
39 % Est imando a p r o b a b i l i d a d e de i n d i s p o n i b i l i d a d e dos
40 % m a i o r e s v a l o r e s de p o t e n c i a c a l c u l a d o s e n t r e os p a r e s
41 % das e n v o l t o r i a s a lpha−mu−gama g e r a d o s .
42 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
43 t = 1 ;
44 p o t d b = l i n s p a c e (−30 ,5 ,30) ;
45 p o t l i n e a r = 1 0 . ˆ ( p o t d b / 1 0 ) ;
46 f o r j = 1 : 1 : l e n g t h ( p o t l i n e a r ) ;
47 c d f e s t i m ( t , j ) = sum ( a m o s t r s e l e c c o m b <= p o t l i n e a r (

j ) ) / l e n g t h ( a m o s t r s e l e c c o m b ) ;
48 end
49

50 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
51 % Salvando os v a l o r e s das p r o b a b i l i d a d e s de
52 % i n d i s p o n i b i l i d a d e s e s t i m a d a s .
53 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
54 d l m w r i t e ( ’

a m o s t r a s o u t a g e a l p h a m u b i v a r i a d a c o r r s o m b r g a m a r m s
c o r r t e s t e . d a t ’ , [ po t db ’ , c d f e s t i m ’ ] , ’−append ’ , ’

d e l i m i t e r ’ , ’\ t ’ , ’ p r e c i s i o n ’ , ’ %.20 f ’ ) ;
55 end

1 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
2 % E s t a f un ca o g e r a a m o s t r a s de duas v a r i a v e i s a lpha−mu
3 % c o r r e l a c i o n a d a s c u j a s p o t e n c i a s medias sof rem
4 % i n f l u e n c i a de duas v a r i a v e i s Gama tambem
5 % c o r r e l a c i o n a d a s .
6 %
7 % O metodo u t i l i z a d o p a r a g e r a r t a i s a m o s t r a s f o i a
8 % f a t o r a c a o de Cholesky que f a z uso da m a t r i z denominada
9 % de f a t o r de Cholesky da m a t r i z dos c o e f i c i e n t e s de

10 % c o r r e l a c a o e n t r e a s componentes g a u s s i a n a s .
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11 %
12 % Os p a r a m e t r o s de e n t r a d a sao os f a t o r e s de n o
13 % l i n e a r i d a d e do meio a l p h a 1 e a l p h a 2 , o f a t o r de
14 % d e s v a n e c i m e n t o mu , o f a t o r de sombreamento m, os
15 % c o e f i c i e n t e s de c o r r e l a c a o l a m b d a f e l ambda s e o
16 % numero de a m o s t r a s n .
17 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
18

19 f u n c t i o n [ mean 2alpha1 R1 , mean 2alpha2 R2 ,
c o e f c o r r e l e s t i m p o t , c o e f c o r r e l e s t i m p o t s o m b r ,
a m o s t r e n v o l t 1 , a m o s t r e n v o l t 2 ] =
g e r a r a l p h a m u b i v c o r r s o m b r g a m a r m s c o r r ( a l p h a 1 ,
a l p h a 2 , mu , m, lambda f , lambda s , n )

20

21 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
22 % Gerando a m o t r a s de duas v a r i a v e i s gama c o r r e l a c i o n a d a s .
23 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
24 [ c o e f c o r r e l e s t i m p o t s o m b r , omega 1 , omega 2 ] =

g e r a r g a m a c o r r e l (m, lambda s , n ) ;
25

26 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
27 % D e f i n i n d o o d e s v i o p ad ra o s i g m a f em f u nc ao de mu .
28 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
29 s i g m a f = s q r t ( 1 / ( 2 * mu) ) ;
30

31 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
32 % Criando a m a t r i z e s i d e n t i d a d e que a r m a z e n a r a os v a l o r e s
33 % dos d e s v i o s p a d r o e s e dos c o e f i c i e n t e s de c o r r e l a c a o
34 % das componentes g a u s s i a n a s .
35 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
36 m a t r i z c o r r e l = eye (4*mu, 4 *mu) ;
37

38 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
39 % A t r i b u i n d o aos e l e m e n t o s da m a t r i z de c o e f i c i e n t e s de
40 % c o r r e l a c a o os c o e f i c i e n t e s de c o r r e l a c a o e n t r e a s
41 % componentes g a u s s i a n a s da p r i m e i r a e da segunda
42 % e n v o l t o r i a s a lpha−mu de mesmo i n d i c e .
43 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
44 f o r t = 1 :4*mu ;
45 f o r k = 1 :4*mu ;
46 i f mod ( k , 2 ) == 1 && t == 2*mu + k && k <= 2*mu
47 m a t r i z c o r r e l ( k , t ) = l a m b d a f ;
48 m a t r i z c o r r e l ( t , k ) = l a m b d a f ;
49 end
50 i f mod ( k , 2 ) == 0 && t == 2*mu + k && k <= 2*mu
51 m a t r i z c o r r e l ( k , t ) = l a m b d a f ;
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52 m a t r i z c o r r e l ( t , k ) = l a m b d a f ;
53 end
54 end
55 end
56

57 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
58 % C a l c u l a n d o a m a t r i z f a t o r de Cholesky da m a t r i z de
59 % c o e f i c i e n t e s de c o r r e l a c a o .
60 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
61 f a t o r c h o l e s k y = c h o l ( m a t r i z c o r r e l , ’ l ower ’ ) ;
62

63 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
64 % C a l c u l a n d o a m a t r i z de a m o s t r a s das componentes
65 % g a u s s i a n a s c o n s i d e r a n d o a c o r r e l a c a o e sendo os
66 % e l e m e n t o s da p r i m e i r a l i n h a a t e a (2*mu)−es ima l i n h a
67 % r e f e r e n t e s a p r i m e i r a e n v o l t o r i a a lpha−mu e os
68 % e l e m e n t o s da (2*mu + 1)−es ima l i n h a a t e a (4*mu)−es ima
69 % l i n h a r e f e r e n t e s a segunda e n v o l t o r i a a lpha−mu com os
70 % r e s p e c t i v o s d e s v i o s p a d r o e s .
71 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
72 a m o s t r c o m c o r r e l = f a t o r c h o l e s k y * randn (4*mu , n ) ;
73

74 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
75 % C a l c u l a n d o a m a t r i z de componentes g a u s s i a n a s em f u nc ao
76 % dos d e s v i o s p a d r o e s .
77 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
78 f o r g = 1 :2*mu ;
79 a m o s t r c o m c o r r e l ( g , : ) = s i g m a f . * a m o s t r c o m c o r r e l ( g

, : ) ;
80 end
81 f o r q = 2*mu+1:4*mu ;
82 a m o s t r c o m c o r r e l ( q , : ) = s i g m a f . * a m o s t r c o m c o r r e l ( q

, : ) ;
83 end
84

85 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
86 % C a l c u l a n d o as a m o s t r a s de p o t e n c i a s das componentes
87 % g a u s s i a n a s c o r r e l a c i o n a d a s .
88 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
89 a m o s t r p o t c o r r e l = a m o s t r c o m c o r r e l . ˆ 2 ;
90

91 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
92 % C a l c u l a n d o a m a t r i z de a m o s t r a s das p o t e n c i a s
93 % i n f l u e n c i a d a s por um sombreamento gama .
94 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
95 f o r g = 1 :2*mu ;



Apêndice A Códigos em MATLAB 5

96 a m o s t r p o t c o r r e l ( g , : ) = omega 1 ( 1 , : ) . *
a m o s t r p o t c o r r e l ( g , : ) ;

97 end
98 f o r q = 2*mu+1:4*mu ;
99 a m o s t r p o t c o r r e l ( q , : ) = omega 2 ( 1 , : ) . *

a m o s t r p o t c o r r e l ( q , : ) ;
100 end
101

102 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
103 % C a l c u l a n d o as a m o s t r a s das p o t e n c i a s c o r r e l a c i o n a d a s em
104 % duas m a t r i z e s s e p a r a d a s .
105 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
106 f o r q =1: n ;
107 a m o s t r p o t 1 ( 1 , q ) = sum ( a m o s t r p o t c o r r e l ( 1 : 2 * mu , q ) ) ;
108 a m o s t r p o t 2 ( 1 , q ) = sum ( a m o s t r p o t c o r r e l (2*mu+1:4*mu

, q ) ) ;
109 end
110

111 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
112 % C a l c u l a n d o as a m o s t r a s das e n v o l t o r i a s a lpha−mu−Gama
113 % c o r r e l a c i o n a d a s em duas m a t r i z e s s e p a r a d a s .
114 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
115 f o r g = 1 : n ;
116 a m o s t r e n v o l t 1 ( 1 , g ) = n t h r o o t ( ( sum ( a m o s t r p o t c o r r e l

( 1 : 2 * mu , g ) ) ) , a l p h a 1 ) ;
117 end
118 f o r g = 1 : n ;
119 a m o s t r e n v o l t 2 ( 1 , g ) = n t h r o o t ( ( sum ( a m o s t r p o t c o r r e l

(2*mu+1:4*mu , g ) ) ) , a l p h a 2 ) ;
120 end
121

122 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
123 % Est imando o c o e f i c i e n t e de c o r r e l a c a o na p o t e n c i a e n t r e
124 % as a m o s t r a s das p o t e n c i a s a lpha−mu c o r r e l a c i o n a d a s .
125 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
126 c o e f c o r r e l e s t i m p o t = c o r r ( a m o s t r e n v o l t 1 . ˆ 2 ’ ,

a m o s t r e n v o l t 2 . ˆ 2 ’ ) ;
127

128 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
129 % Est imando a p o t e n c i a media das duas e n v o l t o r i a s
130 % alpha−mu−gama c o r r e l a c i o n a d a s .
131 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
132 mean 2alpha1 R1 = mean ( a m o s t r e n v o l t 1 . ˆ ( 2 * a l p h a 1 ) ) ;
133 mean 2alpha2 R2 = mean ( a m o s t r e n v o l t 2 . ˆ ( 2 * a l p h a 2 ) ) ;
134 end
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1 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
2 % E s t a f un ca o g e r a a m o s t r a s de uma d i s t r i b u i o
3 % b i v a r i a v e l Gama a p a r t i r da f a t o r a o de Cholesky .
4 %
5 % Os p a r a m e t r o s de e n t r a d a sao o f a t o r de sombreamento m,
6 % o c o e f i c i e n t e de c o r r e l a c a o l ambda s e o
7 % numero de a m o s t r a s n .
8 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
9

10 f u n c t i o n [ c o e f c o r r e l e s t i m p o t , a m o s t r p o t 1 ,
a m o s t r p o t 2 ] = g e r a r g a m a c o r r e l (m, lambda s , n )

11

12 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
13 % D e f i n i n d o os d e s v i o s p a d r o e s das componentes g a u s s i a n a s
14 % a p a r t i r do v a l o r da v a r i a v e l de e n t r a d a m.
15 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
16 s igma ws = s q r t ( 1 / ( 2 *m) ) ;
17 s i g m a z s = s q r t ( 1 / ( 2 *m) ) ;
18

19 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
20 % Criando duas m a t r i z e s i d e n t i d a d e que a rmazena rao os
21 % v a l o r e s dos d e s v i o s p a d r o e s e dos c o e f i c i e n t e s de
22 % c o r r e l a c a o das componentes g a u s s i a n a s .
23 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
24 m a t r i z d e s v = eye (2*m, 2 *m) ;
25 m a t r i z c o r r e l = eye (4*m, 4 *m) ;
26

27 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
28 % A t r i b u i n d o a d i a g o n a l p r i n c i p a l da m a t r i z de d e s v i o s
29 % p a d r o e s o d e s v i o p ad ra o da p r i m e i r a componente
30 % g a u s s i a n a desde o e l e m e n t o ( 1 , 1 ) a t e o e l e m e n t o de
31 % p o s i c a o (2*m, 2 *m) e o d e s v i o pa d r a o da segunda
32 % componente g a u s s i a n a a desde o e l e m e n t o
33 % (2*m + 1 , 2*m + 1) a t e o e l e m e n t o (4*m, 4 *m) .
34 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
35 f o r a = 1 :4*m;
36 i f a <= 2*m;
37 m a t r i z d e s v ( a , a ) = sigma ws ;
38 e l s e
39 m a t r i z d e s v ( a , a ) = s i g m a z s ;
40 end
41 end
42

43 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
44 % A t r i b u i n d o aos e l e m e n t o s da m a t r i z de c o e f i c i e n t e s de
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45 % c o r r e l a c a o os c o e f i c i e n t e s de c o r r e l a c a o e n t r e a s
46 % componentes g a u s s i a n a s da p r i m e i r a e da segunda
47 % componentes de mesmo i n d i c e .
48 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
49 f o r t = 1 :4*m;
50 f o r k = 1 :4*m;
51 i f mod ( k , 2 ) == 1 && t == 2*m + k && k <= 2*m
52 m a t r i z c o r r e l ( k , t ) = l ambda s ;
53 m a t r i z c o r r e l ( t , k ) = l ambda s ;
54 end
55 i f mod ( k , 2 ) == 0 && t == 2*m + k && k <= 2*m
56 m a t r i z c o r r e l ( k , t ) = l ambda s ;
57 m a t r i z c o r r e l ( t , k ) = l ambda s ;
58 end
59 end
60 end
61

62 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
63 % C a l c u l a n d o a m a t r i z f a t o r de Cholesky da m a t r i z de
64 % c o e f i c i e n t e s de c o r r e l a c a o .
65 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
66 f a t o r c h o l e s k y = c h o l ( m a t r i z c o r r e l , ’ l ower ’ ) ;
67

68 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
69 % C a l c u l a n d o a m a t r i z de a m o s t r a s das componentes
70 % g a u s s i a n a s c o n s i d e r a n d o a c o r r e l a c a o sendo os e l e m e n t o s
71 % da p r i m e i r a l i n h a a t e a (2*m)−es ima l i n h a r e f e r e n t e s a
72 % p r i m e i r a componente g a u s s i a n a e os e l e m e n t o s da
73 % (2*m + 1)−es ima l i n h a a t e a 4*m−es ima l i n h a r e f e r e n t e s
74 % a segunda componente g a u s s i a n a com os r e s p e c t i v o s
75 % d e s v i o s p a d r o e s .
76 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
77 a m o s t r c o m c o r r e l = m a t r i z d e s v * f a t o r c h o l e s k y * randn (4*m,

n ) ;
78

79 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
80 % C a l c u l a n d o as p o t e n c i a s das componentes g a u s s i a n a s
81 % c o r r e l a c i o n a d a s .
82 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
83 a m o s t r p o t c o r r e l = a m o s t r c o m c o r r e l . ˆ 2 ;
84

85 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
86 % C a l c u l a n d o as a m o s t r a s das v a r i a v e i s Gama
87 % c o r r e l a c i o n a d a s em duas m a t r i z e s s e p a r a d a s .
88 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
89 f o r q =1: n ;
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90 a m o s t r p o t 1 ( 1 , q ) = sum ( a m o s t r p o t c o r r e l ( 1 : 2 *m, q ) ) ;
91 a m o s t r p o t 2 ( 1 , q ) = sum ( a m o s t r p o t c o r r e l (2*m+1:4*m, q

) ) ;
92 end
93

94 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
95 % Est imando o c o e f i c i e n t e de c o r r e l a c a o e n t r e a s a m o s t r a s
96 % das duas v a r i a v e i s Gama .
97 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
98 c o e f c o r r e l e s t i m p o t = c o r r ( a m o s t r p o t 1 ’ , a m o s t r p o t 2 ’ )

;
99 end

1 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
2 % E s t a f un ca o e s t i m a a p r o b a b i l i d a d e de i n d i s p o n i b i l i d a d e
3 % de um s i s t e m a com s e l e c a o combinada de d o i s ramos a
4 % p a r t i r das a m o s t r a s de duas e n v o l t o r i a s Nakagami
5 % c o r r e l a c i o n a d a s c u j a s p o t e n c i a s medias sao
6 % i n f l u e n c i a d a s por o u t r a s duas v a r i a v e i s Nakagami .
7 %
8 % O v a l o r de E b / N 0 a d o t a d o e t a l que , E b / N 0 = 1 e o
9 % i n t e r v a l o de dominio de p o t e n c i a s e [−30 dB , 5 dB ] .

10 %
11 % Os p a r a m e t r o s de e n t r a d a sao o f a t o r de d e s v a n e c i m e n t o
12 % m f , o f a t o r de sombreamento m s , o c o e f i c i e n t e de
13 % c o r r e l a c a o lambda f , o c o e f i c i e n t e de c o r r e l a c a o
14 % lambda s e o numero de a m o s t r a s n .
15 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
16

17 f u n c t i o n [ c o e f c o r r e l e s t i m p o t ,
c o e f c o r r e l e s t i m p o t s o m b r ] =
g e r a r g r a f o u t a g e n a k a g a m i b i v c o r r s o m b r r m s c o r r ( m f
, m s , l ambda f , lambda s , n )

18

19 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
20 % Gerando as a m o s t r a s de duas e n v o l t o r i a s Nakagami
21 % c o r r e l a c i o n a d a s .
22 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
23 [ c o e f c o r r e l e s t i m p o t , c o e f c o r r e l e s t i m p o t s o m b r ,

a m o s t r e n v o l t 1 , a m o s t r e n v o l t 2 ] =
g e r a r n a k a g a m i b i v c o r r s o m b r r m s c o r r ( m f , m f , m s ,
l ambda f , lambda s , n ) ;

24

25 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
26 % C a l c u l a n d o a p o t e n c i a das a m o s t r a s das e n v o l t o r i a s
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27 % g e r a d a s .
28 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
29 a m o s t r s n r = [ a m o s t r e n v o l t 1 . ˆ 2 ; a m o s t r e n v o l t 2 . ˆ 2 ] ;
30

31 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
32 % C a l c u l a n d o o maior v a l o r e n t r e os p a r e s de p o t e n c i a
33 % das e n v o l t o r i a s .
34 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
35 a m o s t r s e l e c c o m b = max ( a m o s t r s n r , [ ] , 1 ) ;
36

37 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
38 % Est imando a p r o b a b i l i d a d e de i n d i s p o n i b i l i d a d e dos
39 % m a i o r e s v a l o r e s de p o t e n c i a c a l c u l a d o s e n t r e os p a r e s
40 % das e n v o l t o r i a s Nakagami g e r a d a s .
41 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
42 t = 1 ;
43 p o t d b = l i n s p a c e (−30 ,5 ,30) ;
44 p o t l i n e a r = 1 0 . ˆ ( p o t d b / 1 0 ) ;
45 f o r j = 1 : 1 : l e n g t h ( p o t l i n e a r ) ;
46 c d f e s t i m ( t , j ) = sum ( a m o s t r s e l e c c o m b <= p o t l i n e a r (

j ) ) / l e n g t h ( a m o s t r s e l e c c o m b ) ;
47 end
48

49 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
50 % Salvando os v a l o r e s da p r o b a b i l i d a d e de
51 % i n d i s p o n i b i l i d a d e em um a r q u i v o e x t e r n o .
52 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
53 d l m w r i t e ( ’

a m o s t r a s o p n a k a g a m i b i v a r i a d a c o r r s o m b r e a m e n t o r m s
c o r r t e s t e . d a t ’ , [ po t db ’ , c d f e s t i m ’ ] , ’−append ’ , ’
d e l i m i t e r ’ , ’\ t ’ , ’ p r e c i s i o n ’ , ’ %.20 f ’ ) ;

54 end

1 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
2 % E s t a f un ca o g e r a a m o s t r a s de duas e n v o l t o r i a s Nakagami
3 % c o r r e l a c i o n a d a s c u j a s v a r i a n c i a s tem i n f l u e n c i a de duas
4 % v a r i a v e i s Nakagami tambem c o r r e l a c i o n a d a s com segundo
5 % momento i g u a l a 1 .
6 %
7 % O metodo u t i l i z a d o p a r a g e r a r t a i s a m o s t r a s f o i a
8 % f a t o r a c a o de Cholesky que f a z uso da m a t r i z denominada
9 % de f a t o r de Cholesky da m a t r i z dos c o e f i c i e n t e s de

10 % c o r r e l a c a o e n t r e a s componentes g a u s s i a n a s .
11 %
12 % Os p a r a m e t r o s de e n t r a d a sao o f a t o r de d e s v a n e c i m e n t o
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13 % m f , o f a t o r de sombreamento m s , o c o e f i c i e n t e de
14 % c o r r e l a c a o lambda f , o c o e f i c i e n t e de c o r r e l a c a o
15 % lambda s e o numero de a m o s t r a s n .
16 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
17

18 f u n c t i o n [ c o e f c o r r e l e s t i m p o t ,
c o e f c o r r e l e s t i m p o t s o m b r , a m o s t r e n v o l t 1 ,
a m o s t r e n v o l t 2 ] =
g e r a r n a k a g a m i b i v c o r r s o m b r r m s c o r r ( m f , m f , m s ,
l ambda f , lambda s , n )

19

20 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
21 % D e f i n i n d o o d e s v i o p ad r ao s i g m a 1 f e s i g m a 2 f das
22 % componentes g a u s s i a n a s em f un c ao de duas v a r i a v e i s com
23 % d i s t r i b u i o Nakagami b i v a r i a v e l .
24 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
25 [ c o e f c o r r e l e s t i m p o t s o m b r , omega 1 , omega 2 ] =

g e r a r n a k a g a m i c o r r e l ( m s , lambda s , n ) ;
26 s i g m a 1 f = s q r t ( omega 1 / ( 2 * m f ) ) ;
27 s i g m a 2 f = s q r t ( omega 2 / ( 2 * m f ) ) ;
28

29 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
30 % Criando duas m a t r i z e s i d e n t i d a d e que a rmazena rao os
31 % v a l o r e s dos d e s v i o s p a d r o e s e dos c o e f i c i e n t e s de
32 % c o r r e l a c a o das componentes g a u s s i a n a s .
33 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
34 %m a t r i z d e s v = eye (2* m f , 2 * m f ) ;
35 m a t r i z c o r r e l = eye (4* m f , 4 * m f ) ;
36

37 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
38 % A t r i b u i n d o a d i a g o n a l p r i n c i p a l da m a t r i z de d e s v i o s
39 % p a d r o e s o d e s v i o p ad ra o das componentes g a u s s i a n a s da
40 % p r i m e i r a e n v o l t o r i a Nakagami desde o e l e m e n t o ( 1 , 1 ) a t e
41 % o e l e m e n t o de p o s i c a o (2* m f , 2 * m f ) e o d e s v i o pa d ra o
42 % das componentes g a u s s i a n a s da segunda e n v o l t o r i a
43 % Nakagami desde o e l e m e n t o (2* m f + 1 , 2* m f + 1) a t e o
44 % e l e m e n t o (4* m f , 4 * m f ) .
45 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
46 %f o r a = 1 :4* m f *n ;
47 % i f a <= 2* m f *n ;
48 % m a t r i z d e s v ( a , a ) = s i g m a 1 f ( 1 , a ) ;
49 % e l s e
50 % m a t r i z d e s v ( a , a ) = s i g m a 2 f ( 1 , a ) ;
51 % end
52 %end
53
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54 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
55 % A t r i b u i n d o aos e l e m e n t o s da m a t r i z de c o e f i c i e n t e s de
56 % c o r r e l a c a o os c o e f i c i e n t e s de c o r r e l a c a o e n t r e a s
57 % componentes g a u s s i a n a s da p r i m e i r a e da segunda
58 % e n v o l t o r i a s Nakagami de mesmo i n d i c e .
59 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
60 f o r t = 1 :4* m f ;
61 f o r k = 1 :4* m f ;
62 i f mod ( k , 2 ) == 1 && t == 2* m f + k && k <= 2* m f
63 m a t r i z c o r r e l ( k , t ) = l a m b d a f ;
64 m a t r i z c o r r e l ( t , k ) = l a m b d a f ;
65 end
66 i f mod ( k , 2 ) == 0 && t == 2* m f + k && k <= 2* m f
67 m a t r i z c o r r e l ( k , t ) = l a m b d a f ;
68 m a t r i z c o r r e l ( t , k ) = l a m b d a f ;
69 end
70 end
71 end
72

73 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
74 % C a l c u l a n d o a m a t r i z f a t o r de Cholesky da m a t r i z de
75 % c o e f i c i e n t e s de c o r r e l a c a o .
76 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
77 f a t o r c h o l e s k y = c h o l ( m a t r i z c o r r e l , ’ l ower ’ ) ;
78

79 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
80 % C a l c u l a n d o a m a t r i z de a m o s t r a s das componentes
81 % g a u s s i a n a s c o n s i d e r a n d o a c o r r e l a c a o e sendo os
82 % e l e m e n t o s da p r i m e i r a l i n h a a t e a (2* m f )−es ima l i n h a
83 % r e f e r e n t e s a p r i m e i r a e n v o l t o r i a Nakagami e os
84 % e l e m e n t o s da (2* m f + 1)−es ima l i n h a a t e a 4* m f−es ima
85 % l i n h a r e f e r e n t e s a segunda e n v o l t o r i a Nakagami com os
86 % r e s p e c t i v o s d e s v i o s p a d r o e s .
87 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
88 a m o s t r c o m c o r r e l = f a t o r c h o l e s k y * randn (4* m f , n ) ;
89

90 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
91 % C a l c u l a n d o a m a t r i z de componentes g a u s s i a n a s
92 % i n f l u e n c i a d a s por um sombreamento Nakagami .
93 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
94 f o r g = 1 :2* m f ;
95 a m o s t r c o m c o r r e l ( g , : ) = s i g m a 1 f ( 1 , : ) . *

a m o s t r c o m c o r r e l ( g , : ) ;
96 end
97 f o r q = 2* m f +1:4* m f ;
98 a m o s t r c o m c o r r e l ( q , : ) = s i g m a 2 f ( 1 , : ) . *
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a m o s t r c o m c o r r e l ( q , : ) ;
99 end

100

101 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
102 % C a l c u l a n d o as a m o s t r a s de p o t e n c i a s das componentes
103 % g a u s s i a n a s c o r r e l a c i o n a d a s .
104 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
105 a m o s t r p o t c o r r e l = a m o s t r c o m c o r r e l . ˆ 2 ;
106

107 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
108 % C a l c u l a n d o as a m o s t r a s das p o t e n c i a s Nakagami
109 % c o r r e l a c i o n a d a s em duas m a t r i z e s s e p a r a d a s .
110 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
111 a m o s t r p o t 1 = sum ( a m o s t r p o t c o r r e l ( 1 : 2 * m f , : ) ) ;
112 a m o s t r p o t 1 = a m o s t r p o t 1 . ˆ 2 ;
113 a m o s t r p o t 2 = sum ( a m o s t r p o t c o r r e l (2* m f +1:4* m f , : ) ) ;
114 a m o s t r p o t 2 = a m o s t r p o t 2 . ˆ 2 ;
115

116 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
117 % Est imando o c o e f i c i e n t e de c o r r e l a c a o e n t r e a s a m o s t r a s
118 % das duas p o t e n c i a s Nakagami c o r r e l a c i o n a d a s .
119 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
120 c o e f c o r r e l e s t i m p o t = c o r r ( a m o s t r p o t 1 ’ , a m o s t r p o t 2 ’ )

;
121

122 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
123 % C a l c u l a n d o as a m o s t r a s das e n v o l t o r i a s Nakagami
124 % c o r r e l a c i o n a d a s em duas m a t r i z e s s e p a r a d a s .
125 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
126 f o r g = 1 : n ;
127 a m o s t r e n v o l t 1 ( 1 , g ) = s q r t ( sum ( a m o s t r p o t c o r r e l

( 1 : 2 * m f , g ) ) ) ;
128 end
129 f o r g = 1 : n ;
130 a m o s t r e n v o l t 2 ( 1 , g ) = s q r t ( sum ( a m o s t r p o t c o r r e l (2*

m f +1:4* m f , g ) ) ) ;
131 end
132

133 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
134 % Est imando o c o e f i c i e n t e de c o r r e l a c a o e n t r e a s a m o s t r a s
135 % das duas e n v o l t o r i a s Nakagami c o r r e l a c i o n a d a s .
136 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
137 c o e f c o r r e l e s t i m e n v o l t = c o r r ( a m o s t r e n v o l t 1 ’ . ˆ 2 ,

a m o s t r e n v o l t 2 ’ . ˆ 2 ) ;
138 end
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1 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
2 % E s t a f un ca o g e r a a m o s t r a s de uma d i s t r i b u i c a o
3 % b i v a r i a v e l Nakagami a p a r t i r da f a t o r a c a o de Cholesky
4 % a p l i c a d a a uma m a t r i z c u j o s e l e m e n t o s r e p r e s e n t a m duas
5 % v a r i a v e i s normalmente d i s t r i b u i d a s e c u j o s
6 % segundos momentos s o i g u a i s a 1 .
7 %
8 % Os p a r a m e t r o s de e n t r a d a sao o f a t o r de sombreamento
9 % m s , o c o e f i c i e n t e de c o r r e l a c a o l ambda s e o numero

10 % de a m o s t r a s n .
11 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
12

13 f u n c t i o n [ c o e f c o r r e l e s t i m p o t , a m o s t r r 1 , a m o s t r r 2 ]
= g e r a r n a k a g a m i c o r r e l ( m s , lambda s , n )

14

15 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
16 % D e f i n i n d o o d e s v i o p ad ra o s i g m a 1 s e s i g m a 2 s .
17 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
18 s i g m a 1 s = s q r t ( 1 / ( 2 * m s ) ) ;
19 s i g m a 2 s = s q r t ( 1 / ( 2 * m s ) ) ;
20

21 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
22 % Criando duas m a t r i z e s i d e n t i d a d e que a rmazena rao os
23 % v a l o r e s dos d e s v i o s p ad ra o e dos c o e f i c i e n t e s de
24 % c o r r e l a c a o das componentes g a u s s i a n a s .
25 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
26 m a t r i z d e s v = eye (2* m s , 2 * m s ) ;
27 m a t r i z c o r r e l = eye (4* m s , 4 * m s ) ;
28

29 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
30 % A t r i b u i n d o a d i a g o n a l p r i n c i p a l da m a t r i z de d e s v i o s
31 % p ad ra o o d e s v i o p ad ra o da p r i m e i r a componente g a u s s i a n a
32 % desde o e l e m e n t o ( 1 , 1 ) a t e o e l e m e n t o de p o s i c a o
33 % (2* m s , 2 * m s ) e o d e s v i o pa d ra o da segunda componente
34 % g a u s s i a n a desde o e l e m e n t o (2* m s + 1 , 2* m s + 1) a t e o
35 % e l e m e n t o (4* m s , 4 * m s ) .
36 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
37 f o r a = 1 :4* m s ;
38 i f a <= 2* m s ;
39 m a t r i z d e s v ( a , a ) = s i g m a 1 s ;
40 e l s e
41 m a t r i z d e s v ( a , a ) = s i g m a 2 s ;
42 end
43 end
44
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45 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
46 % A t r i b u i n d o aos e l e m e n t o s da m a t r i z de c o e f i c i e n t e s de
47 % c o r r e l a c a o os c o e f i c i e n t e s de c o r r e l a c a o e n t r e a s
48 % componentes g a u s s i a n a s da p r i m e i r a e da segunda
49 % componentes de mesmo ndice .
50 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
51 f o r t = 1 :4* m s ;
52 f o r k = 1 :4* m s ;
53 i f mod ( k , 2 ) == 1 && t == 2* m s + k && k <= 2* m s
54 m a t r i z c o r r e l ( k , t ) = l ambda s ;
55 m a t r i z c o r r e l ( t , k ) = l ambda s ;
56 end
57 i f mod ( k , 2 ) == 0 && t == 2* m s + k && k <= 2* m s
58 m a t r i z c o r r e l ( k , t ) = l ambda s ;
59 m a t r i z c o r r e l ( t , k ) = l ambda s ;
60 end
61 end
62 end
63

64 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
65 % C a l c u l a n d o a m a t r i z f a t o r de Cholesky da m a t r i z de
66 % c o e f i c i e n t e s de c o r r e l a c a o .
67 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
68 f a t o r c h o l e s k y = c h o l ( m a t r i z c o r r e l , ’ l ower ’ ) ;
69

70 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
71 % C a l c u l a n d o a m a t r i z de a m o s t r a s das componentes
72 % g a u s s i a n a s c o n s i d e r a n d o a a c o r r e l a c a o e sendo os
73 % e l e m e n t o s da p r i m e i r a l i n h a a t e a (2* m s )−es ima l i n h a
74 % r e f e r e n t e s a p r i m e i r a componente g a u s s i a n a e os
75 % e l e m e n t o s da (2* m s + 1)−es ima l i n h a a t e a 4*m s−es ima
76 % l i n h a r e f e r e n t e s a segunda componente g a u s s i a n a com os
77 % r e s p e c t i v o s d e s v i o s p a d r o e s .
78 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
79 a m o s t r c o m c o r r e l = m a t r i z d e s v * f a t o r c h o l e s k y * randn (4*

m s , n ) ;
80

81 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
82 % C a l c u l a n d o as p o t e n c i a s das componentes g a u s s i a n a s
83 % c o r r e l a c i o n a d a s .
84 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
85 a m o s t r p o t c o r r e l = a m o s t r c o m c o r r e l . ˆ 2 ;
86

87 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
88 % Somando as a m o s t r a s das p o t e n c i a s c o r r e l a c i o n a d a s em
89 % duas m a t r i z e s s e p a r a d a s .



Apêndice A Códigos em MATLAB 15

90 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
91 a m o s t r p o t 1 = sum ( a m o s t r p o t c o r r e l ( 1 : 2 * m s , : ) ) ;
92 a m o s t r p o t 1 n o r m = a m o s t r p o t 1 . ˆ 2 ;
93 a m o s t r p o t 2 = sum ( a m o s t r p o t c o r r e l (2* m s +1:4* m s , : ) ) ;
94 a m o s t r p o t 2 n o r m = a m o s t r p o t 2 . ˆ 2 ;
95

96 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
97 % Est imando o c o e f i c i e n t e de c o r r e l a o e n t r e a s

a m o s t r a s
98 % das duas p o t e n c i a s Nakagami , R 1 ˆ2 e R 2 ˆ 2 .
99 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

100 c o e f c o r r e l e s t i m p o t = c o r r ( a m o s t r p o t 1 n o r m ’ ,
a m o s t r p o t 2 n o r m ’ ) ;

101

102 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
103 % Separando a m a t r i z u n i c a de componentes g a u s s i a n a s em
104 % duas e c a l c u l a n d o as r a i z e s q u a d r a d a s da soma dos
105 % q u a d r a d o s das componentes r e f e r e n t e s a cada uma das
106 % duas v a r i a v e i s Nakagami .
107 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
108 i f m s == 0 . 5 ;
109 a m o s t r r 1 = s q r t ( a m o s t r p o t c o r r e l ( 1 : 2 * m s , : ) ) ;
110 a m o s t r r 2 = s q r t ( a m o s t r p o t c o r r e l (2* m s +1:4* m s , : ) )

;
111 e l s e
112 a m o s t r r 1 = s q r t ( sum ( a m o s t r p o t c o r r e l ( 1 : 2 * m s , : ) ) ) ;
113 a m o s t r r 2 = s q r t ( sum ( a m o s t r p o t c o r r e l (2* m s +1:4* m s

, : ) ) ) ;
114 end
115

116 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
117 % Est imando o c o e f i c i e n t e de c o r r e l a c a o e n t r e a s a m o s t r a s

das duas
118 % v a r i a v e i s Nakagami g e r a d a s .
119 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
120 c o e f c o r r e l e s t i m e n v o l t = c o r r ( a m o s t r r 1 ’ , a m o s t r r 2 ’ ) ;
121 end





Apêndice B

A funçãoG de Meijer

A função G de Meijer foi definida por Cornelis Simon Meijer em 1936 [39] como
a integral de contorno [40]

Gm,n
p,q

(
x

∣∣∣∣a1,...,ap
b1,...,bq

)
=

1

2πi

∫
C

∏m
h=1 Γ(bh − s)

∏n
j=1 Γ(1− aj + s)∏q

h=m+1 Γ(1− bh + s)
∏p

j=n+1 Γ(aj − s)
xsds (B.1)

em que m, n, p e q representam números inteiros tais que, 0 ≤ n ≤ p e 0 ≤ m ≤ q e
os polos de

∏m
h=1 Γ(bh− s) não devem coincidir com os polos de

∏n
j=1 Γ(1− aj + s).

O contorno C pode ser definido de três forma diferentes [27, 9.302]:

1. O contorno C é um caminho que vai de −∞ à ∞ de maneira que os polos de
Γ(1 − aj + s) estão à esquerda e os polos de Γ(bh − s) estão à direita, sendo
j = 1, 2, . . . , n e h = 1, 2, . . . ,m. Neste caso, a integral em (B.1) converge para

p+ q < 2(m+ n), | arg x| <
(
m+ n− p

2
− q

2

)
π; (B.2)

2. O contorno C é um caminho fechado, com inı́cio e término em∞, que circunda
os polos das funções Γ(bh − s) uma vez na direção negativa e todos os polos
de Γ(1 − aj + s) devem permanecer fora de C, sendo j = 1, 2, . . . , n e h =
1, 2, . . . ,m. Neste caso, a integral em (B.1) converge para

q ≥ 1 e ou p < q ou p = q e |x| < 1; (B.3)

3. O contorno C é um caminho fechado com término em −∞ que circunda os
polos das funções Γ(1− aj + s) uma vez na direção positiva e todos os polos de
Γ(bh−s) devem permanecer fora de C, sendo j = 1, 2, . . . , n e h = 1, 2, . . . ,m.
Neste caso, a integral em (B.1) converge para

p ≥ 1 e ou p > q ou p = q e |x| > 1. (B.4)

A função G de Meijer é a mais generalizada função do tipo hipergeométrica [40] e
pode ser reduzida para funções mais simples como [41]

G1,2
2,2

(
x
∣∣1,1
1,0

)
= ln (x+ 1) (B.5)

G1,2
2,2

(
x
∣∣1,1
1,1

)
=

x

x+ 1
(B.6)

G0,1
1,0

(
x
∣∣1−a) = exp

(
−1

x

)
x−a. (B.7)
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Em especial destaca-se

Gm,n
p,q

(
z|a1,...,an,an+1,...,ap
b1,...,bm,bm+1,...,bq

)
=

m∑
k=1

∏m
j=1,j 6=k Γ (bj − bk)

∏n
j=1 Γ (1− aj + bk)∏p

j=n+1 Γ (aj − bk)
∏q

j=m+1 Γ (1− bj + bk)
zbk

×pFq−1

(
1− a1 + bk, . . . , 1 − ap + bk + 1; 1− b1 + bk, . . . , 1− bk−1 + bk, 1− bk+1

+bk, . . . , 1 + bk − bq; (−1)p−m−nz
)

(B.8)

em que p < q ou p = q e m + n > p ou p = q e m + n = p e |z| < 1 ou bj − bk /∈ Z
com j 6= k e 1 ≤ j ≤ m e 1 ≤ k ≤ m.
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