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Resumo

Esta dissertacao propoe um algoritmo simples e extremamente eficiente, se com-
parado a literatura, para a geracao de variaveis aleatoérias de distribuicoes es-
tatisticas usadas para modelar canais com desvanecimento, como Nakagami-m,
-, K-fb, M-, c-k-p e a-n-p.  Estes geradores sao implementados através do
método da Aceitagao-Rejeicao usando uma fungdo majoritaria com parametros
calculdveis, e alcancam quase 100% de eficiéncia para todos os casos através de
transformacoes matematicas em amostras geradas com parametros pré-definidos.
Resultados melhores ou semelhantes nao podem ser encontrados na literatura.
A eficacia do algoritmo é demonstrada pela execucao do Teste de Kolmogorov-
Smirnov nas amostras geradas, comprovando sua qualidade em relagao a aderéncia
com sua respectiva distribuicao tedrica. Umas das vantagens do algoritmo pros-
posto, além de sua alta eficiéncia, vem de nao existir restricoes de parametros
na geracao dos dados, e como se trata de distribuicoes generalistas que englo-
bam muitas outras como casos particulares, um mesmo gerador pode ser usado
para uma ampla gama de diferentes distribuigoes atraves da escolha correta de

parametros.

Palavras-chave: Aceitacao-rejeicao, canais com desvanecimento, distribuicoes es-

tatisticas, teste de Kolmogorov-Smirnov.
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Abstract

This thesis proposes a simple and highly efficient random sequence generator for
statistical distributions used to model fading channels such as Nakagami-m, a-pu,
K-, M-, -k~ € a-n-p. These generators are implemented via the Acceptance-
Rejection technique using a majority function with estimated parameters, and
achieve almost 100% of efficiency for all cases through mathematical transforma-
tions in generated samples with predefined parameters. Similar or better results
can not be found in the literature. The algorithm effectiveness is demonstrated
by the Kolmogorov-Smirnov test on the generated samples, proving its quality in
relation to adherence with its respective theoretical distribution. One advantage
of the proposed algorithm, plus its high efficiency, comes from of there are not
constraint parameters in the data generation, and how we treat of general distri-
butions that encompass many of other particular cases, a single generator can be
used for a wide range of different distributions through the correct parameters

choice.

Keywords: acceptance-rejection technique, fading channels, Kolmogorov-Smirnov

test, statistical distributions.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Geracao de Numeros Aleatodrios

O uso de niimeros aleatérios é extremamente 1til em uma grande variedade de si-
tuagoes, como nas simulagoes de fenémenos fisicos (indo desde a Fisica Nuclear até
a Engenharia de Sistemas), em amostragem de uma populacdo, na programacao
de computadores, na tomada de decisdes ou até mesmo em entretenimento (bin-
gos, loterias ou jogos). Na drea de simulagdo, consideremos, por exemplo, a
modelagem do tempo de acesso a um disco rigido num computador pessoal. Po-
demos determinar que a duracgao desse evento ird numa faixa conhecida, digamos
de 0 a 200 ms, de acordo com caracteristicas fisicas inerentes ao proprio disco
rigido. Entretanto, o valor real desse evento vai depender de vérios fatores, como
a posicao da cabega de leitura quando a requisicao é feita pelo sistema operacio-
nal, detalhes esptrios da implementacao do suporte da controladora no sistema
e até mesmo da temperatura e outras condi¢oes ambientais. Podemos considerar
entao que esse tempo de acesso é uma variavel aleatdria seguindo uma distri-
buicao conveniente, e o simulamos com o objetivo de ver se nosso modelo adere
a realidade. Para fazermos essa simulacao precisamos de niimeros aleatorios que
sigam essa dada distribuicao, e para isso temos que saber primeiro como gerar

esses numeros aleatdrios.
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Vamos aqui nos concentrar no problema de geracao de numeros aleatérios
uniformemente distribuidas no intervalo [0,1], que é requisito fundamental para
qualquer método de geracao de nuimeros aleatorios. O primeiro problema que
temos que enfrentar é o fato de que ha um ntmero infinito de pontos neste in-
tervalo, mas o computador esta limitado a representagao de niimeros apenas com
precisao finita. Devemos, portanto, estar satisfeitos com a geracao de niimeros
equiprovaveis de algum conjunto finito, como {0,1,--- M —1} ou {1,2,--- , M},
e dividindo estes ntimeros por M, obtemos os niimeros no intervalo unitario. Este
conjunto pode ficar cada vez mais denso fazendo M muito grande.

O préximo passo envolve encontrar um método de geragao de nimeros aleatorios.
A abordagem direta envolve a execugao de experimentos aleatérios. Por exem-
plo, podemos gerar nimeros inteiros entre 0 e (2" — 1) lancando M vezes uma
moeda justa, e substituindo a sequéncia de cara ou coroa por Os e 1s a fim de
obter a representacao binaria de um nimero inteiro. Outro exemplo seria a reti-
rada de bolas numeradas de 1 a M a partir de uma urna. Como simulagoes de
computador envolvem a geracao de longas sequéncias de nimeros aleatorios, se
fossemos usar os mecanismos acima para gerar numeros aleatorios, teriamos de
realizar os experimentos um grande nimero de vezes e armazenar seus resultados
um a um. E evidente que esta abordagem ¢ complicada e rapidamente se tornaria
impraticavel.

A abordagem preferida para a geracao de nimeros aleatérios no computador
envolve a utilizacao de formulas de recorréncia que podem ser implementadas de

forma facil e rapida.

1.2 Canal com Desvanecimento

O desvanecimento em um canal de comunicacao ocorre quando a interferéncia en-
tre duas ou mais versoes do sinal transmitido, que chegam ao receptor em tempos

diferentes, fazem com que sua amplitude e/ou fase variem rapidamente dentro de
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um curto periodo de tempo ou distancia. Estas ondas dos multiplos percursos
que chegam na antena receptora se combinam formando um sinal resultante que
pode variar de forma intensa tanto em amplitude quanto em fase. Essas inter-
feréncias dos multiplos percursos sao causados principalmente pelas reflexdes na
superficie terrestre e em construcoes. O movimento relativo entre o transmissor
e o receptor também resulta em uma modulacao aleatéria de frequéncia no sinal
devido aos diferentes deslocamentos Doppler em cada componente dos multiplos
percursos. Basicamente, o canal com desvanecimento possui uma resposta im-
pulsiva variante no tempo, o que provoca flutuagoes na amplitude e/ou fase do
sinal recebido.

A intensidade do sinal sofre frequentes flutuacoes, ora proporcionando um
sinal de boa qualidade, ora degradando o sinal. Torna-se, portanto, necessaria
uma caracterizagao mais precisa do canal de comunicacao, de forma que se possa
ter uma melhor previsao de como serd o comportamento do sinal quando sujeito
a determinadas condigoes de propagacao. Baseado nisso, o sinal radio-mével
costuma ser tratado de forma estatistica, tendo suas caracteristicas descritas por
um grande nimero de distribuigoes.

Para que esse comportamento do canal possa ser simulado e analisado uti-
lizando uma determinada distribuicao, é fundamental o uso de técnicas para a
geracao de numeros aleatorios. Essas variaveis geradas podem representar, por
exemplo, a amplitude de sinal recebido, podendo assim ser gerada sua curva
de confiabilidade, representando sua probabilidade de estar fora de operacao de
acordo com determinadas circunstancias. Existem muitas técnicas de geracao,
cada uma com suas vantagens e desvantagens, tendo sua aplicabilidade limitada
a restricoes importantes. Tanto as distribuigoes usadas para modelar tais canais
com desvanecimento quanto os métodos de geracao mais usados serao apresenta-

dos nos capitulos seguintes.
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1.3 Objetivo e Estrutura da Dissertagao

A principal proposta deste trabalho é a utilizacao de um algoritmo simples e
eficiente para a geracao de variaveis aleatorias para distribuicoes usadas com
a finalidade de modelar canais com desvanecimento, aceitando parametros ar-
bitrarios, fazendo o uso de um teste de qualidade a fim de verificar a eficacia do
método.

Para atingirmos esse objetivo, neste trabalho serd apresentado no Capitulo 2
uma sintese sobre as principais caracteristicas das distribuigoes de probabilidade
usadas para tal fim. O objetivo deste capitulo é fornecer uma base tedrica para
os capitulos seguintes.

No Capitulo 3 ¢ feita uma descricao dos principais métodos de geragao de
variaveis aleatorias, com suas vantagens e desvantagens, além de falar um pouco
sobre o teste de aderéncia de Kolmogorov-Smirnov.

No Capitulo 4 o método proposto é descrito em detalhes, sendo mostrado sua
aplicacao para algumas das distribui¢oes apresentadas no Capitulo 2, com os seus
respectivos resultados. Alguns dos coeficientes sao obtidos de forma fechada. A
principal contribuicao deste trabalho esté neste capitulo.

Esse documento finaliza com um capitulo de consideracoes finais. No Capitulo
5 sao ainda abordados os aspectos de possiveis trabalhos futuros para a continui-

dade do trabalho desta dissertacao.

1.4 Publicacoes

As seguintes publicagoes foram geradas com base nos conteidos apresentados e

discutidos nesta dissertacao:

e R. Cogliatti, R. A. A. Souza e M. D. Yacoub, “Practical, Highly Efficient
Algorithm for Generating k-j1 and n-pu Variates and a Near-100% Efficient

Algorithm for Generating - Variates”, IEEE Communications Letters,
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vol 16, no. 11, pp. 1768-1771, Nov 2012.

e R. Cogliatti e R. A. A. Souza, “A near-100% Efficient Algorithm for Ge-
nerating a-k-p and a-n-p Variates”, Submetido ao VT'C2013, Las Vegas,
USA, 2013.

e R. Cogliatti e R. A. A. Souza, “Generation of correlated Nakagami-m va-
riates with a generalized cross-correlation”, V' International Workshop on

Telecommunications, Santa Rita do Sapucai, 2013.

e L. A. Moreira, R. A. A. Souza e R. Cogliatti, “Generation of random signals
applied to digital transmission systems”, XXXII Iberian Latin-American

Congress on Computational Methods in Engineering, Ouro Preto, 2011.



Capitulo 2

Distribuicoes estatisticas

O canal sem fio é influenciado por uma ampla gama de fenomenos fisicos, e carac-
teriza-lo de forma deterministica é muito dificil e requer um esforco computacional
muito grande. Assim, lancar mao da modelagem estatistica tem sido uma pratica
muito usada ao longo de muitas décadas. Um primeiro passo nesse sentido é ob-
ter as distribuicoes de probabilidade que melhor podem retratar as caracteristicas
da envoltoria do sinal que se propaga em um ambiente com multipercursos. A
seguir, serao apresentadas algumas das caracteristicas basicas das distribuicoes
mais usadas, como sua FDP (Fungao Densidade de Probabilidade), FDC (Fungao
Distribui¢ao Cumulativa), modelo fisico, e também as relagoes existentes entre

essas distribuicoes.

2.1 A Distribuicao Rayleigh

Considerando a inexisténcia de linha de visada direta (NLOS - do inglés, Non-
Line-of-Sight) entre o transmissor e o receptor em um canal de comunicagao com
multipercursos, a distribuicao Rayleigh [1] pode ser aplicada a fim de descrever a
envoltoria do sinal recebido. Em um ambiente de propagagao modelado com esta
distribuicao, o sinal na recepgao é composto exclusivamente de ondas refletidas

com amplitudes equivalentes, com apenas um cluster de ondas, e considera-se
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que os angulos de chegada das ondas oriundas dos multipercursos sigam uma
distribuicao uniforme de probabilidade entre 0 e 27 radianos.

Definindo p como a envoltéria do sinal normalizada em relacao a raiz quadrada
do valor quadratico médio (rms - root mean square value) 7, de r como mostram
as Equagcoes (2.1) e (2.2):

p=" (2.1)
= E(?) =VQ, (2.2)

onde E(-) é o operador esperanga matematica e 2 é valor quadratico médio do

sinal. Sua FDP normalizada ¢ dada por [2]

fr(p) = 2pexp (—p°) (2.3)

com p > 0. Analogamente, sua FDC pode ser obtida de (2.3) como

Fp(p) =1—exp (—p?). (2.4)

Tanto a FDC quanto a FDP desta distribuicao estao plotadas na Figura 2.1. A
FDC Rayleigh é inversivel, podendo assim ser aplicado o Método da Inversao na
geracao de variaveis aleatérias, conforme serd mostrado no Capitulo 3. A inversa

de sua FDC necesséria para a utilizagao de tal método é dada por [3]

Fpl(p) = =M1 - p). (2:5)

A variavel aleatoria Rayleigh pode ser obtida como a raiz quadrada da soma
dos quadrados de dois processos gaussianos independentes e identicamente dis-
tribuidos (i.i.d.), de média nula e variancias iguais chamados de componentes em

fase e em quadratura, de modo que a envoltéria resultante P seja

P=./X?+Y2 (2.6)
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As varidveis X e Y] sao processos gaussianos mutuamente independentes com
E(X;) = E(Y;) =0 e E(X?) = E(Y?) = 02, onde 02 é a variancia do processo.

A distribuicao Rayleigh é a mais simples das distribui¢coes usadas em canais
sem fio, e nao possui casos particulares. Esta modelagem também se aplica a
propagacao das ondas refletidas e refratadas através da troposfera [4] e ionosfera
[5,6]. Quando existe um componente com maior amplitude que os demais dentro
do cluster de ondas recebidas com espalhamento, a distribuicao Rayleigh nao
possui bom ajuste, sendo substituida pelo modelo de Rice conforme sera descrito

a seguir.

2.2 A Distribuicao Rice

Considerando que exista dentro do cluster de ondas recebidas uma onda com
poténcia dominante sobre as demais, temos uma condi¢ao com linha de visada
direta (LOS - do inglés, Line-of-Sight) entre o transmissor e o receptor, e a
distribuicao Rice é melhor aplicada nesta situagao. Sua FDP normalizada é

descrita em [7] como
Fr(p) = 20(1 + K) exp [~(1 + K)p* — K] I [2 KO+ K)p] (2.7)

com p > 0, onde K é o fator de Rice, que é definido como a razao entre a poténcia

do sinal dominante e a poténcia das componentes refletidas de modo que

a2

K = (2.8)

- 202’

onde a? e 20 sao as poténcias das ondas direta e refletida, respectivamente, e Iy(-)

é a fungao de Bessel modificada de primeiro tipo e ordem zero definida como [§]

1
o

I(x) /027T exp (x cos ) db. (2.9)
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A FDC normalizada de Rice pode ser obtida de (2.7) como
Fp(p)=1-0Q [\/%, 21+ k) } , (2.10)

onde Q(+,-) é a fungao de Marcum-Q dada por [9]

Qla,b) = /booxexp <—$2 : a2> Io(az)da. (2.11)

A FDP e FDC Rice estao plotadas na Figura 2.1 para valores de K = 1.5, 3 e
4.5. A FDC Rice nao ¢ inversivel, e portanto nao pode ser aplicado o Método da
Inversao para esta distribuicao.

A wvariavel aleatéria Rice pode ser obtida como a raiz quadrada da soma
dos quadrados de dois processos gaussianos independentes, com ao menos umas
das médias diferentes de zero e variancias iguais, de modo que sua envoltoria

resultante P seja

P=y(Xi+pm)?2+ Y1 +aq)? (2.12)

onde X; e Y] sdo processos gaussianos mutuamente independentes com E(X;) =
E(Y;) = 0 e E(X?) = E(Y?) = 0. Os parametros p; e ¢ sao, respectivamente,
os valores médios dos componentes em fase e quadratura do cluster.

Com K = 0, ou seja, na inexisténcia de uma onda com poténcia predomi-
nante, (2.7) reduz-se a (2.3), e a distribui¢ao Rayleigh ¢é encontrada. Este tipo de
desvanecimento é observado em microcélulas em ambientes urbano e suburbano
com LOS [10], picocélulas indoor [11] e ambientes de fébrica [12], além de alguns

tipos de comunicacao por satélite [13,14].

2.3 A Distribuicao Nakagami-m

As distribuigoes Rayleigh e Rice consideram que apenas um cluster de ondas

espalhadas chega ao receptor. A distribuicao Nakagami-m é uma generalizacao da
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distribuicao Rayleigh considerando que um ntumero qualquer de clusters chegam

ao receptor. Sua FDP normalizada é dada por [15]

fr(p) = %pm‘l exp (—mp?) (2.13)

onde I'(+) é a fungdo Gamma definida por

I'(z) = /000 7~ exp(—t)dt. (2.14)

A FDC da envoltéria normalizada Nakagami-m é expressa por

I'(m, mp®)
F = — 2.15
onde I'(+, ) é a fungdo Gamma incompleta definida como
Ia,x) = / exp(—t)t* dt. (2.16)
0

Tanto a FDP quanto a FDC desta distribui¢ao estao plotadas na Figura 2.1 para
valores de m = 1.5, 3 e 4.5.

Um modelo fisico para o sinal Nakagami-m foi proposto em [16]. Neste mo-
delo, a variavel aleatoria Nakagami-m pode ser obtida como a raiz quadrada da
soma dos quadrados de 2m processos gaussianos independentes de médias zero e
variancias idénticas ou, de maneira analoga, a raiz quadrada da soma dos qua-

drados de m processos Rayleigh. Sendo assim, sua envoltoria resultante P é

m

P Y (x4 v2) 217

i=1

onde X; e Y; sdo processos gaussianos mutuamente independentes com E(X;) =
E(Y;) =0e E(X?) = E(Y?) = 1/2m.

O parametro m representa o inverso da variancia normalizada de P?, dado
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por
1
V(P?)’

m =

(2.18)

sendo V(-) o operador variancia, sendo 1til para descrever o grau de desvaneci-
mento sofrido pelo sinal propagando-se em um ambiente de multipercursos. Desta
maneira, se m < 1 o desvanecimento é mais severo do que Rayleigh (m = 1).
Se m > 1 o desvanecimento é menos severo do que Rayleigh, e para m — oo
reproduz-se um ambiente sem desvanecimento. Fazendo m = 1, (2.13) reduz-se
a (2.3) e temos a distribuicdo Rayleigh. A distribuigdo Semi-Gaussiana é en-
contrada fazendo m = 0.5. A distribuigdo Nakagami-m possui bom ajuste as
comunicagoes sem fio [4,17,18] e indoor [19], bem como aos enlaces de radio

ionosféricos [20].

2.4 A Distribuicao Hoyt (Nakagami-q)

A distribui¢ao Hoyt, também denominada Nakagami-¢ [21], considera as compo-
nentes em fase e em quadratura do sinal como sendo processos gaussianos com

média nula e variancias arbitrérias. Sua FDP normalizada é dada por [2]
(1+¢*) 1+ , 1-¢ ,
fp(p) = ——=pexp |———=p*| b | =51 ), (2.19)
q q g
com p > 0 e g sendo a razao entre o desvio padrao da componente em fase e o

desvio padrao da componente em quadratura do sinal, ou seja,

01

q= (2.20)

02

e 0 <g <1 [22]. Sua FDC normalizada ¢ dada por

Fp(p) = Qlala)p, B(a)p] — Q[B(q)p, alq)p], (2.21)
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onde

1+q¢* /144
alq) = | (2.22)

2q 1—g¢q

Blg) = 4/ ! ;qq4,/%g - a(q)%g. (2.23)

Tanto a FDC quanto a FDP Hoyt estao plotadas na Figura 2.1 para valores de

= 0.25, 0.5 ¢ 0.75.
Levando em conta o modelo fisico demonstrado anteriormente, a envoltéria P

pode ser escrita em termos dos componentes em fase e quadratura do sinal com

P=/X2+Y2 (2.24)

onde X e Y] sdo processos gaussianos mutuamente independentes com E(X;) =

desvanecimento como

E(Y1) =0, E(X?) = of e E(Y??) = 03.

Fazendo o2 = 03, temos ¢ = 1, e (2.19) reduz-se & (2.3), e a distribuicao Ray-
leigh é encontrada. Com g = 0, temos a distribuigao Semi-Gaussiana Positiva. A
distribui¢ao Hoyt possui grande aceitagao na literatura [23-26] para a modelagem

de canais sem fio.

2.5 A Distribuicao Weibull

A distribuigdo Weibull vem sendo utilizada em sistemas de comunicacao sem
fio, tanto indoor [18,27] quanto outdoor [28,29], principalmente devido & sua
simplicidade, flexibilidade e seu excelente ajuste em diferentes situagoes. Sua

FDP normalizada é expressa por [30]

fr(p) =~p" " exp (—p7), (2.25)
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com p > 0 e v é o parametro de forma da distribuicao. Sua FDC normalizada ¢é
dada por

Fp(p) =1—exp(—p7). (2.26)

Suas FDP e FDC estao plotadas na Figura 2.1, para valores de v = 1.5, 3 e 4.5.
A FDC Weibull é inversivel, possibilitando assim o uso do Método da Inversao

na geragao de suas varidveis aleatérias. A inversa de sua FDC é dada por [3]
Fp'(p) = v/~ 1n(1 - p). (2.27)

Fazendo v =1 e v = 2, encontramos as distribui¢oes Exponencial e Rayleigh,

respectivamente.

2.6 A Distribuicao a-u

A distribuigdo a-p é uma distribui¢ao de desvanecimento geral proposta com o
objetivo de explorar a nao-linearidade do meio de propagacao. Pode ser con-
siderada uma generalizagao da distribuicao Nakagami-m, onde o parametro o
descreve o fenomeno de nao-linearidade experimentado pela envoltéria do sinal
que se propaga em um ambiente com desvanecimento. Sua FDP normalizada é
dada por [31]

ap!p!

felo) = T'(1) exp(pp®) (2:28)

com p > 0. O parametro p > 0 corresponde a extensao real do niumero de clusters

de multipercursos sendo expresso por

p=V"1(p%. (2.29)
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Sua FDC normalizada é expressa por

Fi(p) = “ﬁ(—fbf) (2.30)

Tanto a FDC quanto a FDP desta distribuicao estao plotadas na Figura 2.2 para
valoresdea=1,2e3,e p=2.

Um modelo fisico para essa distribuicao é fornecido em [31]. Assume-se que
em um certo ponto, o sinal recebido inclui um ntmero arbitrario ;4 de componen-
tes de multipercursos, e que o ambiente de propagacao ¢é tal que a envoltéria do
sinal resultante é uma fun¢ao nao-linear da soma do moédulo destes componen-
tes. Supondo que essa nao-linearidade tem a forma de um parametro a > 0, a

envoltéria resultante P do sinal fica expressa por

pP=7: z": (XZ2+Y?), (2.31)
i=1
onde X; e Y; sdo processos gaussianos mutuamente independentes com E(X;) =
E(Y;) = 0 e E(X2) = E(Y?) = 1/2p.

A distribuicdo a-p propoe-se a ser uma distribuicao generalizada que inclui
outras distribui¢oes conhecidas como casos particulares, conforme é ilustrado na
Figura 2.3. Obtemos a distribuicao Weibull fazendo 4 = 1 com v = «, e apds,
fazendo o = 1 e a = 2, chegamos as distribui¢oes Exponencial e Rayleigh respec-
tivamente. Fazendo a = 2 obtemos a distribuicao Nakagami-m com m = pu, e a
partir dela encontramos as distribuigoes Rayleigh com p = 1 e Semi-Gaussiana
com p = 0.5. A distribuicdo a-p possui grande aceitagdo na literatura [32-37]
para a modelagem de canais sem fio com desvanecimento considerando o meio de

propagacao como nao-linear.
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Exponencial Rayleigh Semi-Gaussiana

Figura 2.3: Casos particulares da distribuicao a-p

2.7 A Distribuicao k-u

A distribuicao k-p é uma distribuicao de desvanecimento geral que pode ser usada
para representar as variagoes em pequena escala do sinal em desvanecimento em
uma condi¢ao com linha de visada direta. Assim como para a distribuicao a-u, o
ambiente ¢é considerado nao-homogéneo e o sinal é composto de p clusters com on-
das provenientes de multipercursos, que por hipétese possuem poténcias idénticas,
mas dentro de cada cluster existe uma componente dominante de poténcia ar-

bitraria. Sua FDP normalizada é dada por [38]

olo) = 2 sy [t ) L [20/m T D] (232)

K 2 exp(uk

com p > 0, onde k ¢ a razao entre a poténcia total da componente dominante e a
poténcia total das componentes espalhadas e I,(-) é a funcao de Bessel modificada
de primeiro tipo e ordem v [8]. O parametro p é definido como

E(P?)  1+2&k
V(P2 < (1t R

= (2.33)

A partir de (2.32), pode-se obter sua FDC normalizada na forma

Fp(p) = 1= Qu [v/2rp V2(1+ R)pup] (2.34)
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Figura 2.4: Casos particulares da distribuicao k-p

onde

Q. (a,b) = ! /OO z” exp <_m2 i a2> I, 1(ax)dx (2.35)
b

av—1 2
¢ a funcdo Marcum-Q generalizada. A FDC e FDP da distribuigdo x-p estao
plotadas na Figura 2.2 para valoresde k =1, 2 e 3, e u = 2.
A envoltoria P pode ser escrita em termos dos componentes em fase e qua-

dratura do sinal com desvanecimento como [38]

m

"
P = Z(Xz +pi)? + Z(Yz +qi)?, (2.36)
i=1 i=1
onde X; e Y; sdo processos gaussianos mutuamente independentes com E(X;) =
E(Y;) =0 e E(X?) = E(Y?) = 6%, Os parametros p; e ¢; sdo, respectivamente, os
valores médios dos componentes em fase e quadratura do i-ésimo cluster, e p é a
extensao real do nimero de clusters.

Assim como a distribui¢ao a-pu, a distribuicao k-p também inclui outras dis-
tribuicoes conhecidas como casos particulares. Fazendo x = 0, obtemos a dis-
tribuicao Nakagami-m com m = u, e a partir dela, encontramos as distribuicoes
Rayleigh com p = 1, e Semi-Gaussiana com g = 0.5. Com g = 1, temos a dis-
tribuigao Rice, e k se torna o Fator de Rice K. A Figura 2.4 mostra a relagao
da distribui¢do k- com essas distribuigoes. A distribuicao x-p possui grande

aceitacdo na literatura [39,40] na modelagem de canais sem fio com desvaneci-
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mento, considerando um ambiente LOS entre transmissor e receptor.

2.8 A Distribuicao n-u

A distribui¢ao n-p [38] é uma distribuicao de desvanecimento geral usada para
representar as variagoes em pequena escala do sinal com desvanecimento em uma
condicao sem linha de visada direta entre transmissor e receptor. Essa distri-
buicao pode aparecer em dois formatos distintos. No formato 1, as componentes
em fase e em quadratura do sinal com desvanecimento dentro de cada cluster
sao consideradas gaussianas independentes de média nula e variancias distintas.
No formato 2, as componente em fase e em quadratura do sinal sao consideradas
gaussianas correlacionadas de média nula e variancias idénticas. O parametro 7 é
a relacao entre as variancias das componentes em fase e em quadratura do sinal.

Em ambos os formatos, o parametro p > 0 é uma extensao real do nimero de

(o) e

onde H e h sao funcoes do parametro n e variam de um formato para o outro. No

clusters dado por

formato 1, temos h = (2+n~'+n)/4e H = (n~' —n)/4, enquanto que no formato
2 temos h =1/(1 —n*) e H=n/(1 —n*). Um formato pode ser convertido para
outro por meio de uma simples transformagao dada por n; = (1 — n2)/(1 + 12),
onde 7; é o parametro 1 no formato 1 e 7, é o parametro n no formato 2. A FDP

normalizada -y é expressa por [3§]

_ ATt Rt p2
T () H =

fr(p) exp (—2uhp?®) T (2uHp?) (2.38)

com p > 0. A FDC normalizada n-p pode ser encontrada a partir de (2.38) na

forma

Frlp) = 1=, (/2 (239)
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onde, por conveniencia, Y, (-, ) é definido como [38]

3
2277 1—a?)" [
Y, (a,b) = - ﬁl( ) / 2* exp (—2?) I,_1 (az?) du. (2.40)
a’ z[(v) b 2
Tanto a FDC quanto a FDP da distribuicao n-u estao plotadas na Figura 2.2
para diferentes valores de n e p.
Sua envoltoria P pode ser escrita em termos dos componentes em fase e qua-

dratura do sinal com desvanecimento como [38]

2
P= i(xﬁ +Y3), (2.41)
i=1
onde X; e Y; sdo processos gaussianos mutuamente independentes com E(X;) =
E(Y;) =0, E(X?) = 0%, E(Y}?) = 02 e u é a extensao real do ntimero de clusters
de multipercursos.

A distribuicao n-p também possui alguns casos particulares. Fazendo pu = 0.5,
encontramos a distribuigao Hoyt com ¢ = /7, e apés fazendo n = 0 e n = 1,
respectivamente, chegamos as distribuicoes Semi-Gaussiana e Rayleigh. Com
n = 0, temos a distribuicao Nakagami-m com m = pu, e assim encontramos as
distribuicoes Rayleigh e Semi-Gaussiana novamente fazendo p = 1 e p = 0.5,
respectivamente. A Figura 2.5 descreve a relagdo existente entre essas distri-
buigoes. A distribuicao n-p é bastante explorada na literatura na modelagem de
canais sem fio com desvanecimento [41-44], considerando um desbalanceamento

de poténcia entre as componentes em fase e quadratura que compoem o sinal.

2.9 A Distribuicao a-x-u

A distribuicao a-k-pu [45] pode ser considerada uma composigao das distribuigdes
a-ft € Kk-i, considerando o sinal composto por u clusters com linha de visada

direta entre transmissor e receptor, e dentro de cada cluster existe uma onda
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Figura 2.5: Casos particulares da distribuicdo n-p

com poténcia dominante sobre as demais, sendo k a razao entre a poténcia da
onda dominante e a poténcia das ondas espalhadas. Considera-se também o efeito
de nao-linearidade do meio de propagacao sobre o sinal resultante através do ja

apresentado parametro «. Sua FDP normalizada é dada por

1— a(l«hu,)
5 -1

ak 2 ( +
exp [u (K

fr(p) = Iy (2 k(1 + li),up%> (2.42)

R)H
+p +f-f,0 )]

com p > 0. Sua FDC pode ser obtida de (2.42) da forma

Fp(p) = 1= Qu (205, v/2u(T + m)p") (2.43)

A FDP e FDC desta distribuicao estao plotadas na Figura 2.2 para valores de
a=1,2e3,k=1,2e3,e up=2.

Podemos descrever a envoltéria normalizada P do sinal com desvanecimento
modelado com distribuicao a-k-p em termos dos seus componentes em fase e

quadratura de maneira

I3 B

pP=7; Z(Xz +pi)? + Z(Yz + q)?, (2.44)

i=1 =1

onde X; e Y; sdo processos gaussianos mutuamente independentes com E(X;) =
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Figura 2.6: Casos particulares das distribuicdes a-k-p1 e a-n-

E(Y;) = 0 e E(X?) = E(Y?) = 0% Os parametros p; e ¢; sao, respectivamente,
os valores médios dos componentes em fase e quadratura do i-ésimo cluster, a é
o parametro de nao-linearidade do meio de propagacao e p o nimero de clusters
de multipercurso (extensao real).

Conforme pode ser visto na Figura 2.6, fazendo x = 0 para a distribuicao
a-k-f1, chegamos a distribuicao a-u, e com a = 2 temos a distribuicao k-pu, e
todos os casos particulares descritos para estas distribuicoes podem ser repetidos

a partir daqui.

2.10 A Distribuicao a-n-u

Distribuigao proposta em [45], podendo ser considerada uma composigao das
distribuicoes a-pu e n-u, fazendo o sinal composto por u clusters sem condi¢ao de
linha de visada direta entre transmissor e receptor. Considera-se o efeito de nao-
linearidade do meio de propagacao sobre o sinal resultante através do parametro

«, sendo 7 a razao entre a poténcia da componente em fase e da componente em
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quadratura. Sua FDP normalizada é dada por

Fr(p) = a(n — 1)3#(n + 1)3+ey/austep ()1
exp [%] il (1)

com p > 0. Sua FDC pode ser obtida de (2.45) como

(2.46)

Fp(p) =1—Ymy, (77, d+) “—pa>

V1 2

onde Y'm, (-, -), por conveniéncia, ¢ definida por [45]

25+H(1 — q)z Mgt oo 1—
Ymy(a,b) = (1 —a)s 1a VT 3:2“6_””2]#_; ( amg) dr.  (2.47)
L)X +a)z™ Jp ’

Tanto a FDP quanto a FDC desta distribuicao estao plotadas na Figura 2.2 para
diferentes valores de a, 1 e p.
Sua envoltoria P pode ser escrita em termos dos componentes em fase e qua-

dratura do sinal com desvanecimento como

2
P=7 i (XZ+Y2), (2.48)
i=1
onde X; e Y; sdo processos gaussianos mutuamente independentes com E(X;) =
E(Y;) = 0, E(X?) = 02, E(Y?) = 03, a é 0 parametro de nao-linearidade do meio
de propagacao e i é a extensao real do nimero de clusters de multipercursos.
Conforme pode ser visto na Figura 2.6, fazendo n = 1 para a distribuicao
a-1-p1, chegamos a distribuicao a-p com fig = 2pta-n-,. Com a = 2, temos a
distribuigao n-u. A partir daqui, todos os casos particulares citados anteriormente

para estas distribui¢oes podem ser aplicados.
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2.11 Conclusao

Este capitulo apresentou um breve resumo sobre as distribuicoes estatisticas mais
utilizadas para modelagem de canais com desvanecimento. Algumas dessas dis-
tribuigoes ja foram amplamente estudadas na literatura, como Rayleigh, Rice,
Nakagami-m, Hoyt e Weibull, enquanto que distribuicoes como -y, k-p € n-p sao
mais recentes e estao tendo mais enfoque atualmente. A sintese de informacoes
dessas novas distribuicoes, como FDP, FDC, modelo fisico e suas derivacoes é uma
contribuicao importante desta dissertacao. O algoritmo proposto no Capitulo 4
serd aplicado para as distribuicoes mostradas neste capitulo, e a compreensao
dos seus casos particulares é de vital importancia para o principal objetivo desse
trabalho ser atingido, que é a proposta de um gerador de nimeros aleatorios

altamente eficiente e de ampla aplicabilidade.



Capitulo 3

Métodos de geracao de variaveis

aleatorias

Atualmente, as atividades de pesquisa e desenvolvimento em engenharia, espe-
cialmente em engenharia de sistemas de comunicacao, fazem uso extensivo de
simulagoes de computador. Além disso, uma vez que a maior parte dos sistemas
analisados ¢é afetado por fenomenos fisicos aleatorios, é da maior importancia
que essas simulacoes sejam capazes de reproduzir estes fenomenos aleatérios com
precisao e, de preferéncia, em um curto intervalo de tempo. Normalmente, es-
sas simulagoes sao baseadas em métodos de Monte Carlo em que gerar nimeros
aleatérios (na verdade pseudo-aleatérios) é uma das tarefas mais importantes.
Existem varios métodos para a geracao de numeros aleatorios, tais como In-
versao, Composicao e Convolucao, dentre outros, e a escolha do método a ser
utilizado depende de sua eficiéncia e eficicia para uma determinada distribuicao,
respeitando suas limitagoes de aplicabilidade.

Este capitulo apresenta alguns métodos de geragao de varidveis aleatorias,
dando maior énfase ao Método da Aceitagao-Rejeicao que serd a técnica utilizada
nesta dissertacao. Apds, sera descrito sobre a qualidade dos ntimeros aleatorios
gerados em termos de aderéncia, com énfase no teste de aderéncia de Kolmogorov-

Smirnov (KS-Test). Os métodos que serdo apresentados neste capitulo dependem

25
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de um gerador uniforme para funcionar adequadamente e suas validades e provas

podem ser encontradas em [46].

3.1 Box-Muller

O método de transformagao de Box-Muller, proposto inicialmente em [47], con-
siste na geracao de pares de amostras aleatorias independentes com distribuicao
normal a partir de uma fonte de nimeros aleatérios uniformemente distribuidos.
Fazendo que U; e U, sejam variaveis aleatorias uniformemente distribuidas no in-
tervalo unitario, X e Y serao varidveis aleatorias gaussianas de média p e variancia
o? tomando

X =cos (2nU1) \/—2In (Us) 0% + px (3.1)
Y = sen (27U;) /=210 (Us) 0% + py, (3.2)

onde 0% e 0% sao as variancias das varidveis gaussianas geradas e px e py suas
respectivas médias. Feita a andlise acima, percebemos que se trata de um método
estatistico muito simples, porém, é considerado ruim devido a sua lentidao de
processamento, ja que requer a estimativa de duas raizes quadradas e duas fungoes

trigonométricas a cada par de varidveis gerada [48].

3.2 Meétodo da Inversa da FDC

O Método da Inversa da FDC ¢é um dos métodos mais simples de geragao de
variaveis aleatérias. Assuma que se deseje gerar uma variavel aleatéria X com
distribui¢ao F, cuja FDC F,(x) é continua e estritamente crescente. Entao, nessas

condicoes, geramos uma variavel aleatéria utilizando o seguinte algoritmo:
1. Gerar uma variavel aleatéria uniforme U no intervalo (0, 1];

2. Devolver X = F1(U), onde F;*(U) ¢ o valor de x quando F,(z) = U.
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Pode-se usar na etapa 1 uma outra distribuicao qualquer, porém a distribuicao
uniforme é a mais comumente utilizada devido a sua simplicidade. Uma grande
desvantagem deste método é o fato de seu uso estar limitado a distribuigoes que
possuem FDC inversivel, como por exemplo as distribuicoes Rayleigh e Weibull,
cujas FDCs inversas foram demonstradas nas Equagdes (2.5) e (2.27), respecti-

vamente.

3.3 Método da Convolugao

Para varias distribuicoes estatisticas importantes, a variavel aleatoria desejada X
pode ser expressa como a soma de outras variaveis aleatérias, cuja geragao pode
ser feita de maneira mais rapida do que geragao direta de X. Supoe-se que X

seja a soma de m variaveis aleatérias i.i.d. da forma
X=Y1+Yo+ - +Y,. (3.3)

Poderemos utilizar o seguinte algoritmo:
1. Gerar Y7, Ys, - -+, Y,,, cuja distribuicao de probabilidade é Y;
2. Retornar X =Y+ Yo +---+Y,,.

Este método pode ser aplicado para todas as distribuicoes que sao a soma de
variaveis aleatorias, ou mais especificamente para o nosso caso, a soma de variaveis
gaussianas ao quadrado, como Nakagami-m, a-u, k-p e n-pu, entre outras. Porém
possui a desvantagem de somente aceitar um numero m (para a distribuicao
Nakagami-m) ou u (para as demais), miltiplo inteiro de 1/2, pois como somamos
2m ou 2 gaussianas ao quadrado, uma em fase e outra em quadratura, seria

impossivel somar um nimero nao-inteiro de gaussianas, conforme é demonstrado

nas Equacoes (2.17), (2.31), (2.36), (2.41), (2.44) e (2.48).
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3.4 Meétodo da Aceitacao-Rejeicao

Quando a inversa da FDC de uma distribuicao pode ser encontrada, o Método da
Inversao pode ser utilizado para gerar suas varidveis aleatérias. O Método da Con-
volugao também é facilmente implementado, mas no nosso caso, possui a limitagao
de somente aceitar um nimero inteiro de gaussianas ao quadrado somadas, o que
é um fator limitante importante nas simulagoes. O Método da Aceitagao-Rejeigao
é amplamente utilizado em funcao de sua simplicidade e aplicabilidade universal,
podendo ser usado quando nenhum dos dois métodos expostos acima podem ser
aplicados. O Método da Aceitacao-Rejeigao possui a limitagao de que a FDP da
fungao majoritdria escolhida precisa ser computacionalmente implementével [49].

Vamos comecar assumindo que uma distribuicao F, continua, possui FDP
f(z). A ideia béasica é achar uma distribuigao alternativa G cuja FDP g(x)
englobe o mais perfeitamente possivel f(x), ou seja, que seja majoritaria sobre
ela. Essa funcao majoritaria é também chamada de Hat Function, ou de Funcao
Envelope. Um dos possiveis algoritmos que descrevem o Método da Aceitagao-

Rejeicao é descrito a seguir:
1. Gerar uma variavel uniforme U no intervalo (0, 1];
2. Gerar uma variavel Y com distribuicao G independente de U;
3. Se

f(Y)
cg(Y')

U<

Entao faca X =Y (aceite Y'); caso contrario, volte ao passo 1 (rejeite Y);
4. X é uma variavel aleatoria com distribuicao F.

O algoritmo continua sendo executado até serem gerados n nimeros aleatérios
X distribuidos de acordo com F. A Figura 3.1 ilustra as fungoes envolvidas no

algoritmo apresentado acima. Nela, pontos sao gerados dentro do intervalo de
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1.25 : : , | |
Ponto aceito
0.75 4 g A
) ‘ ;/vPonto rejeitado
0.50 .
0.25 |/ f(p) 9(p) 4
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Figura 3.1: llustracdo do Método da Aceitagao-Rejeicao

g(x). Desses pontos, aqueles que caem dentro dos limites de f(z) sdo aceitos, e
os que caem fora sao rejeitados.

Em particular, assumimos que a rela¢do f(x)/g(x) é uma constante ¢ da forma

c= /_oo g(x)dx (3.4)

[e.e]

com ¢ > 1, sendo 1/c a porcentagem de aceitagdo do método. Desejamos que ¢
seja o mais proximo de um quanto possivel, e com esse objetivo, seria interes-
sante termos f(z) = g(z), j& que todos os pontos gerados na etapa 1 do algo-
ritmo estariam dentro da regiao de aceitagao, tornando o método 100% eficiente.
Uma excelente forma de encontrar uma funcao g(z) adaptével com o objetivo de
maximizar a eficiéncia do método para a distribuicao Nakagami-m foi proposta
em [50] e serd modificada no préximo capitulo com maiores detalhes para as dis-
tribuicoes generalizadas descritas no Capitulo 2, ja que um mesmo gerador pode

ser usado para gerar dados com diferentes distribui¢oes através da correta escolha
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de parametros.

3.5 Qualidade na geracao dos niimeros aleatorios

E importante fazer alguns testes nas amostras geradas para verificar alguns re-
quisitos importantes necessarios a uma boa sequéncia aleatoria. E desejavel ca-
racteristicas como exatidao, aderéncia a distribuicao de interesse, uniformidade,
entre outras. Usaremos aqui como teste de aderéncia (Goodness-of-fit test), o
teste de Kolmogorov-Smirnov, que verifica a aderéncia da amostra gerada com
sua respectiva distribuicao tedrica, determinando se uma sequéncia de dados pode

ser considerada proveniente de uma determinada distribui¢ao ou nao.

3.5.1 Teste de Kolmogorov-Smirnov

A fim de verificar se os nimeros aleatérios gerados estao distribuidos conforme
uma determinada distribuicao de interesse, pode-se fazer uso de algum teste
estatistico de aderéncia. O teste de Kolmogorov-Smirnov é um teste nao pa-
ramétrico para comparacao de distribuicoes de probabilidade que pode ser usado
para comparar uma amostra com sua distribuicao de referéncia, ou para com-
parar duas amostras diferentes, verificando se ambas podem ser consideradas
provenientes de uma mesma distribuicao. Ele é designado para testar a hipdtese
P = Py para uma dada distribuicao Py. Supondo que tenhamos uma amostra
id.d. Xy,---, X, com alguma distribuicao desconhecida P e gostariamos de tes-
tar a hipotese de IP ser igual a uma distribuicao particular Py, decidindo entre as

seguintes hipdteses:

Hy: P=P
5= 0 0

Hli P%PO

Seja F(x) = P,(X; < z) a FDC de uma distribuicdo desconhecida dada
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por [51]:

1

F,(x)=P,(X <x)=— I1(X; < 3.5

() (X <2)=- ; (X; <) (3.5)

sendo /(-) uma funcao de indicagao légica que retorna 1 se X; < x, e 0 caso

contrario. Para qualquer ponto fixo z € R, a lei dos grandes ntimeros implica que
1 n
F.(z) =— g I(X;<z)—>EIX; <z)=PX; <z)=F(x) (3.6)
n
i=1

e a propor¢ao da amostra no conjunto (—oo, x| se aproxima da probabilidade do

conjunto. A estatistica de Kolmogorov-Smirnov para uma dada FDC F(x) é
D,, = Max,|F,(z) — F(x)| (3.7)

e Max(-) indica o valor méximo do conjunto de distancias. A Figura 3.2 ilustra a
distancia de Kolmogorov-Smirnov para as distribui¢oes empirica e tedrica de um
determinado conjunto de dados.

Pelo Teorema de Glivenko-Cantelli [52], se a amostra analisada pertence a
distribui¢ao F(x), entdao D,, converge para zero com um numero n suficiente de

dados. Desta forma, temos
P(D,<A) = HQ\) =1-2) (~1)"exp (-2:*)) (3.8)
i=1

onde H(\) é a FDC da distribui¢ao de Kolmogorov e A é um limiar de decisao
para aceitarmos ou nao a hipdtese nula Hy como verdadeira. A distribuicao de
Kolmogorov reproduzida em (3.8) foi publicada por Andrey Kolmogorov em [53],
enquanto que uma tabela dessa distribuicao foi publicada por Nikolai Vasilyevich
Smirnov em [54], o que d4 nome ao teste. Se a hipdtese nula Hy é aceita, as
amostras sao consideradas provenientes da distribuicao continua F e podemos
considerar que

VnD, = Max,|F,(z) — F(z)] (3.9)
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Figura 3.2: Demonstracao da distancia de Kolmogorov-Smirnov

e se n — 00, \/nD, converge para a distribuicdo H(t), que nao depende de
F, de acordo com o Teorema de Kolmogorov [53]. Podemos assim testar Hy
considerando a regra de decisao

5 Hoi \/ﬁDnS)\

H1: \/ﬁDn>)\

onde A é o limiar de decisao que depende do nivel de significancia ¢, e pode ser

encontrado através de

¢ = Pa(0 # HolHo) = P(Dn > A[Hp) = 1 — H(A). (3.10)

Essa aproximagao é vélida somente se n — oo. Alguns valores de H(\) estao
presentes na Tabela 3.1. Nesta tabela, tem destaque o valor A = 1.358, cujo

H(X\) = 0.95. Isso se dd pelo fato de ser mais comumente usado o valor de
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Tabela 3.1: Alguns valores da FDC do teste de Kolmogorov-Smirnov

X HN) [ A HO
0.3 0.0000 | 1.4 0.9603
04 00028 |15 0.9778
05 0.0361] 1.6 0.9880
0.6 01357 | 1.7 0.9938
0.7 02838 ] 1.8 0.9969
0.8 04559 | 1.9 0.9985
0.9 0607320 0.9993
1.0 0.7300 | 2.1 0.9997
1.1 0822322 0.9999
1.2 08878 23 0.9999
1.3 009319 |24 1.0000
1.358  0.9500 | 25 1.0000

¢ = 0.05, e assim, usando a aproximagao de (3.10) temos

¢=1-H(N)
1— H()\) =0.05
H(\) = 0.95

H~(0.95) = 1.358

O software mateméatico Matlab calcula o teste de Kolmogorov-Smirnov através

da funcao “kstest”, possuindo como argumentos de saida:

e H: mostra o resultado do teste de hipdteses, 0 se a hipotese nula é aceita,

ou 1 se a hipotese nula é rejeitada;

e P: da o valor de p obtido no teste, que é a probabilidade de se obter o efeito

observado, dado que a hipétese nula é verdadeira;

e KSSTAT: maior distancia entre as FDCs empirica e tedrica. Aqui fazemos

KSSTAT = \/nD;
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e CV: valor critico, escrita aqui como \//n.

Desta forma, podemos aceitar a hipétese nula Hy como verdadeira se KSSTAT
< C'V. Porém, através do valor de p obtido no teste, podemos também testar H,

considerando a légica

5 Hy: valordep > ¢

H, : wvalor de p < ¢.

Se o valor de p obtido for menor que o nivel de significancia estipulado ¢, rejeita-
se a hipdtese nula, ou seja, o conjunto de dados nao é considerado aderente aquela
distribuicao. Caso contrario, se o valor de p for maior, aceita-se a hipdtese nula
como verdadeira e os dados sao considerados aderentes aquela distribuicao.

Esse teste pode ser utilizado também com o objetivo de verificar uma outra
caracteristica importante para nimeros aleatérios: sua uniformidade. Para isto,
basta compararmos a FDC empirica obtida com a FDC da distribui¢ao uniforme
e verificar sua aderéncia [46]. Maiores informagoes sobre o KS-Test podem ser

encontradas em [55].

3.6 Conclusao

Este capitulo apresentou alguns dos métodos de geragao de variaveis aleatérias
mais usados. A escolha de um determinado método depende de suas vantagens
e limitacoes de aplicabilidade. Sua eficiéncia também é uma caracteristica muito
importante na escolha, pois métodos pouco eficientes tornam o processamento
computacional lento, ja que geralmente usamos um nimero muito grande de

220 pontos nesta dissertacao, pouco mais de 1

pontos para cada amostra gerada (
milhdo de pontos). O teste de Kolmogorov-Smirnov atesta sobre a aderéncia dos
dados gerados com sua respectiva distribuicao tedrica, tendo grande importancia

na avaliagao da eficacia de qualquer gerador de niimeros aleatorios.



Capitulo 4

Algoritmo proposto e resultados

A eficiencia do Método da Aceitagao-Rejeicao estd relacionada com a proporgao
de pontos gerados dentro da regiao de aceitacao. Assim, conforme foi enfatizado
no capitulo anterior, é fundamental para o bom funcionamento do método a
escolha de uma fungao majoritéria g(x) que englobe o mais perfeitamente possivel
a FDP de interesse com area sobressalente suficientemente pequena, conforme

pode ser visto na Figura 3.1, pois como o aproveitamento do método é 1/c, e

c= /OO g(x)dz, (4.1)

—00

um aumento demasiado de ¢ diminui sua eficiéncia. Em [50] foi proposta a
utilizagao de uma funcao majoritaria adaptavel para a geracao de amostras
Nakagami-m, e em [56] o mesmo método foi aplicado a outras distribuigoes,
como a-pi, k-f4 e n-p, atigindo excelente resultado, capitalizando os resultados
de [50]. Aqui serd mostrado um pouco mais a fundo sobre essa fungao majoritéria

adaptavel, aplicando-a em algumas das distribui¢oes mostradas no Capitulo 2.

35
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4.1 Funcao de Decaimento Exponencial

Assim como foi proposto primeiramente em [50], adotaremos aqui como fun¢ao

majoritaria uma funcao de decaimento exponencial dada por

ch(p) = g(p) = be =71 > f(p), (4.2)

onde a, b e pg sdo coeficientes a serem determinados e f(x) é a FDP da distribuicao
que desejamos gerar os dados. O parametro ¢ pode ser calculado de maneira exata

aplicando (4.1) em (4.2) da forma

o= 3\ [211+ (i) (13)

onde Erf(-) é a Func¢ao Erro. Podemos observar que g(p) tem a mesma forma da

FDP Gaussiana Truncada t(p) definida por

t(p) = ezt 5>, (4.4)

H = Po (4.5)
1

L — 4.6

ot = o (4.6)

Na realidade, g(p) tem a forma de uma gaussiana truncada entre 0 e co. Geramos

uma varidvel desta maneira tomando [57]

Y =& 1 (®(0) + U (1 — ®(0))) (4.7)

onde Y é uma variavel aleatoria gaussiana truncada entre 0 e oo, ® é a FDC da

distribui¢ao normal com p = pg e 02 = 1/2a, ! sua inversa, e U é uma varidvel
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aleatéria uniforme no intervalo (0, 1).

Precisamos agora encontrar os coeficientes a, b e pg. Através de (4.2), perce-
bemos que a mesma atinge o seu valor maximo b no ponto p = py. Para uma boa
aproximacao entre f(p) e g(p), ambas devem atingir o mesmo valor maximo b no

mesmo ponto pg, logo, py é a moda da distribuicao e pode ser obtido resolvendo

df (p)
7%—_0 (4.8)

e dessa forma

b= f(po)- (4.9)

Substituindo o valor de b em (4.2), temos:

entao,

1 f(po)
S ) (4.10)

onde 0 < p < oo. Para melhor eficiéncia, a deve ser escolhido como o valor

minimo de (4.10), da forma

= Min ! nf(p0>
o= v { o i @1

e quando o coeficiente a ¢é o limite da fungao com p — oo, de maneira que

a = lim In ,
p=oo (p—po)®  f(p)
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Figura 4.1: Exemplo de fung¢do majoritdria truncada em pmae = 2

pode-se truncar a fungao majoritaria na regiao [0, pmax| fazendo

_ M 1 N f(po)
o= M {<pmax—po>21 f(pmax>}' (4.13)

Neste caso, a curva g(p) ficard abaixo de f(p) para valores de p > pyay, dimi-
nuindo sua drea, e aumentando assim a eficiéncia do método de acordo com (4.1).
Isso pode ser visto na Figura 4.1. Nela, plotamos a FDP tedrica f(p) de uma
distribui¢ao qualquer com o seu respectivo g(p), calculado com pp.x — 00, € um
exemplo de fungao majoritaria truncada h(p) com pp.x = 2. Repare na inversao
das curvas f(p) e h(p) no ponto pmayx = 2. E importante ressaltar que os dados
nao ficam perfeitamente gerados para p > ppax. Entao pna, deve ser escolhido de
forma a ter fp(pmax) irrelevante para a distribuigao, ou seja, ter fp(pmax) — 0. A
condigao proposta em (4.12) pode nao ser satisfeita para algumas distribuigoes,
quando o valor minimo de a nao converge no infinito, como acontece por exemplo

para a distribuicao a-p com a > 2. A Figura 4.2 mostra essa diferenca, plotando
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Figura 4.2: Demonstragio do Ming(p) para os dois casos da distribui¢ao a-p

(4.11) para a distribuigdo a-y, com o« = 1.5 e @ = 2.5, com p = 1.5 para ambas
as curvas.

Com todos os coeficientes calculados, podemos entao executar o algoritmo
proposto na Tabela 4.1 a fim de gerar os dados segundo a distribuicao de interesse.
O Anexo A deste trabalho fornece a implementagao desse algoritmo no Matlab,
enquanto que o Anexo B mostra a implementacao neste mesmo software das FDPs
usadas neste capitulo e da funcao majoritaria proposta. O Anexo C fornece uma
funcao particular usada para plotar histogramas normalizados usada no algoritmo
do Anexo A, tendo utilidade para comparacao visual da aderéncia dos dados

gerados com sua respectiva distribuicao tedrica.

4.2 Exemplos de aplicacao

Aqui veremos exemplos de aplicacao do método proposto para algumas das dis-

tribuicoes descritas no Capitulo 2. Para todas as distribuigoes, a primeira figura
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Tabela 4.1: Algoritmo proposto para o método da Aceitagcao-Rejeicdo usando a funcdo
de decaimento exponencial como fun¢ao majoritdria

Algoritmo proposto

. Escolher os parametros da distribuicao de interesse;
: Achar pg, resolvendo #d—(pp) =0;
: Fazer b = f(po);

: Achar a = Min{; lmf(po)}7 com 0 < p < o0;

(p—po)? fp)

1

2

3

4

5: Gerar Y com distribuicao normal truncada, com média py e variancia -
6

7

8

9

2a’

: Gerar U com distribui¢ao uniforme no intervalo unitéario;
Se U < f(Y)/ch(Y) entao
faca X =Y, o ponto é aceito;
caso contrario

10: Retorne a etapa 5, o ponto é rejeitado.

ilustra a geracao de amostras com diferentes parametros, enquanto que a se-
gunda fornece o aproveitamento do método para aquela distribuicao. O teste de
Kolmogorov-Smirnov é executado para cada amostra gerada a fim de verificar
sua aderéncia, sendo o aproveitamento obtido na geragao das amostras e o valor
de p obtido no KS-Test reportados na Tabela 4.2. Foram obtidos valores de p
superiores a 5% em todos os casos, que é o valor de significancia mais usado e
adotado neste trabalho. Nas figuras, as linhas continuas representam os valores
tedricos, enquanto que os pontos mostram os valores praticos obtidos com n = 22°
pontos gerados. Repare na excelente aderéncia dos dados gerados com seus res-
pectivos valores tedricos. A variacao do aproveitamento em funcao do aumento
ou diminuicao dos parametros usados nas distribuigoes, como «, K, e i, nao

tem qualquer correspondéncia com o significado fisico desses parametros.
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Tabela 4.2: Aproveitamentos e valores de p obtidos para as amostras geradas

Parametros Aproveitamento | valor de p
m = 0.75 0.8256 0.5595
m = 2.25 0.7125 0.1306
m = 3.75 0.7021 0.8881
a =225 pup=0.75 0.9245 0.1622
a =275 pu=225 0.9755 0.0659
a =325 u=3.75 0.9884 0.3469
k=225, un=0.75 0.9377 0.6292
k=275, p=2.25 0.9501 0.1472
Kk =3.25, p=3.75 0.9567 0.4855
=2.25, pn=0.75 0.6836 0.8741
=2.75, up=2.25 0.6675 0.1542
n=23.25 u=3.75 0.6909 0.0958
a=125 k=15 pu=15 0.4057 0.5033
a=175, k=15 u=45 0.7502 0.9217
a=275 k=45 p=15 0.8840 0.5733
a=125n=15 u=15 0.2951 0.7496
a=175,n=15 p=45 0.5790 0.0752
a=2.75,n=45 pn=15 0.8950 0.2658

4.2.1 Distribuicao Nakagami-m

A FDP normalizada da distribui¢ao Nakagami-m foi apresentada em (2.13). Apli-

cando (4.8) para esta distribui¢ao, chegamos a

2m — 1
= 4.14
Po om ( )

e fazendo b = f(po), temos

2m—1
23 ~mmm om — 1 1
b= ——— - — . 4.15
I'(m) ( 2m > P (2 m) (4.15)
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Figura 4.3: FDPs empirica (pontos) e tedrica (linha continua) para a distribuicdo
Nakagami-m

Através de (4.11), encontramos

a=m. (4.16)

A Figura 4.3 mostra o resultado da aplicaggo do método para valores de
m = 0.75, 2.25 e 3.75, enquanto que a Figura 4.4 mostra o aproveitamento do
método para a distribuicao Nakagami-m em funcao de m. Esta curva esta de
acordo com a fornecida em [50], atingindo aproveitamentos em torno de 70%

para m > 3.

4.2.2 Distribuicao a-u

Sua FDP normalizada foi dada em (2.28). Podemos aplicar (4.8) para encontrar

Po, € assim
Jop—1
op

Po = (4.17)
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Figura 4.4: Curva de aproveitamento para a distribuicdo Nakagami-m

com ap > 1. Fazendo b = f(py), temos

ap—1
«@

- % (aﬂ; - 1)exp (“’ZZ 1). (4.18)

Usando (4.11), n@o encontramos uma expressao fechada para o coeficiente a,

entao o mesmo deve ser encontrado numericamente na forma

a:min{ L g_u(m)}. (4.19)

p—po 2 (p)

A Figura 4.5 mostra a aplicacao do método para a distribuicao a-p para
os parametros o = 225 e pu = 0.75, o = 275 e p = 225, a = 3.25 e pu =
3.75. A Figura 4.6 mostra o aproveitamento do método para esta distribuigao
em funcao de « para diferentes valores de u. Quando temos a = 2, encontramos
a distribuicao Nakagami-m com m = pu, e os valores de aproveitamento obtidos
neste ponto estao de acordo com os fornecidos em [50].

Tem destaque também na Figura 4.6 o valor de o = 3, quando é alcangado
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2.5 T T T T T T :
m o= 225, =075
| o o= 275 =225
2.0 5 A o= 325 u=375

Figura 4.5: FDPs empirica (pontos) e tedrica (linha continua) para a distribuicdo

a-p

Proporcao de Aceitacao

2 3

‘a =2, u=m (Nakagami-m)

Figura 4.6: Curva de aproveitamento para o distribuicdo o-p
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em torno de 98% de eficiéncia. Gerando a amostra com « = 3 e i de interesse,

podemos aplicar uma transformacao nas variaveis geradas do tipo

Qe

Yo = (X3,)%, (4.20)

onde X é o vetor de dados gerados com o =3 e Y é o vetor de dados com o valor
de a desejado. Dessa forma, podemos gerar uma amostra com qualquer valor de
«a com o0 mesmo aproveitamento obtido quando usamos a = 3.

J& que fazendo a = 2 para essa distribuigcao chegamos a distribuicao Nakagami-
m, podemos gerar dados com o = 3 e u = m, e aplicar uma transformacao nas

variaveis geradas do tipo

N

YNakagami—m = (X3—;4) (421)

obtendo Y como uma amostra de dados Nakagami-m com m = p e o mesmo
aproveitamento obtido quando usamos a = 3. Uma nova curva de aproveitamento
para a distribuicao Nakagami-m usando esta transformagao pode ser vista na
Figura 4.7. Repare nos excelentes valores de aproveitamentos obtidos.

Para a = 3, todos os coeficientes podem ser encontrados de maneira exata da

forma:
3u—1
= 4.22
Po 30 ( )
9 ,/3u—1
=5 4.23
¢ 2“ 3 ( )
3pu—1
3t (3p—1Y 7 3u—1
b= (2 exp (—2H (4.24)
I(p) \ 3p 3
3 (M)“_l/ ’
3p
9(p) = 5 (4.25)
el V)
3u—1\ 1, /2 (3u—1 %_“F
1 oexp () pr iy 3 (e (1)
- = . (4.26)

¢ 1 Bt (3,27
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Figura 4.7: Nova curva de aproveitamento para a distribuicao Nakagami-m usando a
transformagao de varidveis

Quando temos o < 2, a condigao proposta em (4.12) é satisfeita e a distri-
bui¢ao pode ser truncada. Uma curva com pp., = 2 e u = 1.25 foi também
plotada na Figura 4.6. Repare na melhora do aproveitamento em relacao a curva
COM Prax — OO para esse mesmo valor de p.

Em [58], foi prosposta uma nova fungao majoritaria para o método da Aceitagao-
Rejeicao, a fim de gerar variaveis aleatérias com distribuicao Nakagami-m. Essa

nova funcao majoritaria proposta é outra FDP Nakagami-m dada por

m(z) = ap,z®™ T exp (—%12) , (4.27)
2,

com z > 0 e m, = n/2, onde n = [2m|. Os parametros o, e 2, devem ser

ajustados na forma

Q2m —1) ) o (4.28)

a, = exp (m, —m) ( v
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my(2m — 1)

2 = Qm(2mp —1)

(4.29)
O algoritmo é descrito da seguinte maneira:

1. Calcular os parametros de 7(z), my,, a, e

2. Gerar 2m, varidveis gaussianas i.d.d. z; ~ N(0,1) para 1 < k < 2m,, e

tomar

0 2myp
d 22 (4.30)
2m,, kz:; k

3. Aceitar 2’ com probabilidade p(z’)/m(z’), e descartar caso contrario;

4. Repetir as etapas 2 e 3 até que sejam gerados o numero de pontos de

interesse.

O aproveitamento deste método pode ser calculado diretamente por

I'(m) (2m, — 1)™

o= B R

(4.31)

O trabalho em [58] é posterior ao método proposto em [56], detalhado nesta,

dissertagao. Cita-se os seguintes comentarios em relacao aos trabalhos:

1. O eficiente gerador de nimeros aleatérios proposto em [56], aplicando o
método fornecido em [50], usa a distribuigao a-p, uma distribuicdo mais
geral, flexivel e matematicamente mais tratavel, que inclui outras importan-
tes distribuicoes, como Gamma, Nakagami-m, Exponencial, Weibull, Semi-
Gaussiana e Rayleigh como casos particulares, conforme pode ser visto na
Figura 2.3, enquanto que o algoritmo proposto em [58] somente considera

a distribuicao Nakagami-m.

2. O algoritmo proposto em [58] possui a limitagdo de somente aceitar valores
de m > 1, enquanto que [50,56] aceita valores de m > 1/3, restrigao imposta

em (4.17) com a = 3.
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3. A propor¢ao de aceitacao de [58] descrita em (4.31) é posta em contraste
com a propor¢ao de aceitacao de [50,56] na Figura 4.8. Aparentemente, [58]
tem melhor performance quando o parametro de desvanecimento m assume
valores inteiros ou multiplos de 1/2, sendo uma técnica de geracao exata, ou
seja, com proporgao de aceitacao igual a 100%. Porém, para estes valores,
o método da Convolugao de soma de variaveis, largamente utilizado em
outros casos, também pode ser usado com o mesmo aproveitamento. Além
do mais, percebemos que com o aumento de m, a proporcao de aceitagao

de [50,56] atinge 100% mais rapido do que [58] para os outros valores.

4. O método proposto em [58] possui uma maior necessidade de processamento
computacional, o tornando mais lento, pois requer a geracao de 2m variaveis
gaussianas para cada ponto x’ gerado, enquanto que [50,56] requer a geracao
de apenas uma varidvel gaussiana para cada ponto gerado. Além disso, esse
ja maior tempo de processamento aumenta com o aumento de m, enquanto
que no segundo caso, o tempo de processamento ¢ menor e independente

de m.

5. Como conclusao geral pode afirmar-se que, embora o algoritmo proposto
em [58] seja interessante, o algoritmo prosposto em [50, 56] é mais geral,
mais eficiente e mais rapido, requisitos fundamentais para um bom gerador

de nimeros aleatérios.

4.2.3 Distribuicao k-u

A FDP normalizada da distribuigdo -y foi mostrada na Equagao (2.32). Apli-
cando a Equacdo (4.8) para esta distribuigdo, ndo chegamos a uma expressao

fechada para pg, e precisamos encontré-lo numericamente. A derivada da FDP
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1.00

Proporcao de Aceitacao

- 3 3 3 3 3 3 —— Aproveitamento obtido em [59]
T Aproveitamento obtido em
T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Figura 4.8: Comparacao dos aproveitamentos obtidos nos dois métodos
normalizada desta distribuicao em relacao a p é

K-t
dfP (p) _ 4/12“517%(’1"— 1)%+1ppeu<—n—(n+1)p2)x

dp
1 v+ 1p
[IM_Q <2 k(K + 1)up> + (2 o D N )

X1, <2 k(k+1)p p)} . (4.32)

Aplicando (4.11) para a distribuigao x-u, encontramos

a=p(k+1). (4.33)

A Figura 4.9 mostra o resultado da aplicacao do método para esta distribuigao
com parametros k = 2.25 e u =0.75, Kk =2.75 e p =225, Kk = 3.25 e p = 3.75,
enquanto que a Figura 4.10 mostra o aproveitamento do método para esta distri-
buigao em func¢ao de x para diferentes valores de . Fazendo k — 0, encontramos

a distribuicao Nakagami-m com m = u, e os valores de aproveitamento obtidos
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Figura 4.9: FDPs empirica (pontos) e tedrica (linha continua) para a distribuicdo k-
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Figura 4.10: Curva de aproveitamento para a distribuicdo k-p

neste ponto estao de acordo com os fornecidos em [50].

Para todos os valores de k, a condi¢ao proposta na Equagao (4.12) é satisfeita,
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e uma curva com Py, = 2 e u = 4.25 foi plotada na mesma figura. Repare na
melhora da eficiéncia em relacao a curva com py.x — 00 para esse mesmo valor

de .

4.2.4 Distribuicao n-u

A FDP normalizada da distribui¢ao n-u foi descrita em (2.38). Aplicando (4.8)
para esta distribui¢ao, nao chegamos a uma expressao fechada para pg, e também
precisamos encontra-lo numericamente. A derivada da FDP normalizada desta

distribuicao em relacao a p é

dfg™(p) _ Sy/mutt 3 Ho ke 2
dp (1)
1 2h ) )

I (2Hp2,u)} . (4.34)

Aplicando (4.11), encontramos de forma fechada

o= Mt (4.35)

U]

A Figura 4.11 mostra a aplicagdo do método para a distribuicao n-p para os
parametros 7 = 225 e p = 0.75, n = 2.70 e p = 2.25, n = 3.25 e p = 3.75.
A Figura 4.12 mostra o aproveitamento do método para esta distribuicao em
funcao de n para diferentes valores de . Quando temos = 1, encontramos a
distribuicao Nakagami-m com m = 2u, e os valores de aproveitamento obtidos
neste ponto estao de acordo com os fornecidos em [50].

Para todos os valores de 7, a condi¢ao proposta em (4.12) é satisfeita, e uma
curva com pma.x = 2 € = 1.25 foi plotada na mesma figura. Repare no excelente
resultado obtido com a truncagem em relacao a curva com py.x — 00 para esse

mesmo valor de pu.
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2.0

m = 225 p=0.75
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Figura 4.11: FDPs empirica (pontos) e teérica (linha continua) para a distribuicdo

n-H
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Figura 4.12: Curva de aproveitamento para a distribuicao n-p

4.2.5 Distribuicao a-k-u

A FDP normalizada da distribuigao a-x-p foi apresentada em (2.42). Nao existe

expressao fechada para nenhum dos trés coeficientes, a, b e pgy, e todos devem ser
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encontrados numericamente. A derivada da FDP normalizada a-k-p em relagao
a p ¢ dada por
P ) 1,

7 30 (k4 D)2 5 (k4 1)"7 p 3 tor2en(—(mH(+1)o™) o

s (2V/ R0 D) 4 1, (20 R+ Di?) +
p o (e (p—2(k + Dpp® +1) — 2) [, (2 P 1)u2)

av/k(k+ 1)u

(4.36)

A Figura 4.13 mostra os resultados da aplicacao do método para a distribuicao
Qa-k-f1 para os parametros o = 1.25, Kk = 1.be u = 1.5, a = 1.75, Kk = 1.5 e
=45 a =275 k=4.5e u = 1.5. A Figura 4.14 mostra o aproveitamento
do método para esta distribuicao em funcao de a para diferentes valores de x e
. Com « = 2, k = 0 e p = 1.75, chegamos a distribuicao Nakagami-m com
m = 1.75, e o valor de aproveitamento obtido nesta figura esta de acordo com
o fornecido em [50]. Para a = 2, temos a distribuigao k-, e os valores obtidos
neste ponto estao de acordo com os valores obtidos na Figura 4.10. Com x = 0
encontramos a distribuicao a-u, e os valores de aproveitamento obtidos estao de
acordo com os fornecidos pela Figura 4.6, para a curva com pu = 1.75.

Através da Figura 4.14, percebemos que existe um pico de aproveitamento
quando a = 2.2, entdo podemos repetir o procedimento realizado em (4.20),
gerando dados com a = 2.2 e os valores de k e u de interesse, e aplicar a trans-
formacao

2.2

YO[—K]—M = (X2.2—n—u>77 (437)

onde X é a amostra gerada com o = 2.2, e Y é a amostra depois da transformacao
com o valor de a desejado. Desta forma, podemos gerar amostras a-x-p com
quaisquer valores de a;, k e r com 0 mesmo aproveitamento obtido usando a = 2.2.
Uma nova curva de aproveitamento com a = 2.2 em funcao de x para diferentes

valores de p é mostrada na Figura 4.15. Como j4 foi descrito no Capitulo 2,
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Figura 4.13: FDPs empirica (pontos) e teorica (linha continua) para a distribuicdo
Q-K-i
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Figura 4.14: Curva de aproveitamento para a-k-u em funcao de

quando fazemos a = 2 para esta distribuicao, obtemos a distribui¢ao x-u. Entao
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Proporcao de Aceitacao

Figura 4.15: Curva de aproveitamento para a-k-p1 em fungdo de k

aplicando a transformacgao

2.2

YI{—/.L = (X2.2—li—/_l,>? (438)

apos gerar X com o = 2.2, e k e j de interesse, teremos a amostra Y com
distribuicao k-p gerada com o mesmo aproveitamento descrito na Figura 4.15.
Essa figura pode entao ser usada para calcular o novo aproveitamento do método
para a distribuicao k-p.

Para esta distribuigao, a condi¢ao proposta em (4.12) nao pode ser satisfeita,
ou seja, o valor minimo de a ndo converge no infinito, e g(z) nao pode ser truncada

para esta distribuicao.

4.2.6 Distribuicao a-n-u

A FDP normalizada da distribui¢ao a-n-p foi dada em (2.45). Nenhum dos trés
coeficientes puderam ser encontrados de forma fechada, estao devemos encontra-

los numericamente. A derivada de sua FDP normalizada em relagdo a p é dada
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por
dfp "™ (p) _ VT (n? —1) pt*2 07—505‘”07+£U“+*p“(*3*4e—@i%#ifx
dp 4W&QF(M)
p* (> = 1) p 77—1
s (505 ) s (1

ol

(217(2@# +a—2)p™" 2(n+ 1)) 7
a(n?=1)p n—=1/)"

( 2n)u>} (4.39)

A Figura 4.16 mostra o resultado da aplicagdo do método para a distribuigao
a-n-p para os parametros a = 1.25, n = 1.5 e u = 1.5, a = 1.75, n = 1.5 e
w=45 a=275 n1n=45epu =15 A Figura 4.17 mostra o aproveitamento
do método para a distribuicao em funcao de «, para diferentes valores de n e p.
Com « = 2, obtemos a distribui¢ao n-u, e os valores obtidos nesta figura estao
de acordo com os obtidos na Figura 4.12. Com n = 1 e u = 1.75 chegamos a
distribui¢ao a-p1 com plo.y, = 2pta-p-p, € 0s valores de aproveitamento obtidos estao
de acordo com os fornecidos na Figura 4.6, usando para fins de comparacao de
forma aproximada a curva com p = 3.75.

Assim como para a distribuicao a-k-u, na Figura 4.17 percebemos que existe
um pico de aproveitamento quando o & 3.5, entao podemos repetir o procedi-
mento proposto em (4.37), gerando dados com a = 3.5 e os valores de 1 e p de

interesse, e aplicar a transformacao

3.5

Yonrn = (Xss5mp) @, (4.40)

onde X é a amostra gerada com o = 3.5, e Y é a amostra depois da transformagao
com o valor de a de interesse. Desta forma, podemos gerar amostras a-n-p com
quaisquer valores de «, 1 e 4 com o aproveitamento obtido usando a = 3.5.
Uma nova curva de aproveitamento com a = 3.5 em funcao de n para diferentes
valores de p é mostrada na Figura 4.18. Como ja foi descrito no Capitulo 2,

quando fazemos a = 2 para esta distribuicao, obtemos a distribuicao n-u. Entao
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Figura 4.16: FDPs empirica (pontos) e teorica (linha continua) para a distribuicdo
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Figura 4.18: Curva de aproveitamento para a-n-pu em funcdo de n

apos gerar X com a = 2.2 e 1 e pu de interesse, teremos dados com distribuicao
7~ com o mesmo aproveitamento descrito na Figura 4.18. Essa figura pode entao
ser usada para calcular o novo aproveitamento do método para a distribuicao n-u
usando esta transformacao de varidveis demonstrada anteriormente.

Para esta distribuicao, a condigao proposta na Equagao (4.12) nao pode ser
cumprida pois o valor minimo de a nao converge no infinito, e g(x) nao pode ser

truncada.

4.3 Conclusao

O principal objetivo deste trabalho foi apresentado neste capitulo, o algoritmo
proposto na Tabela 4.1. Esse algoritmo atingiu excelentes resultados em ter-
mos de eficiéncia para algumas das distribuicoes explicadas no Capitulo 2. A
geracao de dados para a distribuicao a-p com a = 3 atingindo excelente aprovei-
tamento e com todos os coeficientes encontrados, foi um resultado interessante,

ja que o mesmo pode ser utilizado para a geracao de variaveis com distribuicao
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Nakagami-m com a mesma eficiéncia e facilidade. O uso do truncamento, quando
possivel, resulta numa melhor eficiéncia, conforme pode ser verificado nas figuras

de aproveitamento em todos os casos.



Capitulo 5

Conclusao e Trabalhos Futuros

5.1 Conclusao

Essa dissertagao teve como objetivo maior propor um algoritmo com excelente
eficiencia para a geracao de variaveis aleatérias com distribuicoes de probabili-
dade usadas para modelar canais com desvanecimento. O fato de permitir o uso
de parametros m e p nao necessariamente inteiros, e valores de «, k, e 7 reais
positivos sao vantagens importantes sobre o uso do Método da Convolucao, que é
o método mais comumente utilizado para a geragao de dados destas distribuicoes
que sao a soma de varidveis aleatdrias gaussianas quadraticas. Esse algoritmo
pratico usa o difundido Método da Aceitacao-Rejeicao com uma fungao majo-
ritaria adaptavel, cujos parametros calculdveis permitiram um excelente ajuste
da Hat Function sobre a FDP da distribuicao de interesse, aspecto fundamental
para o seu bom funcionamento.

Foram alcancados resultados em torno de 100% de eficiencia para a distri-
bui¢ao a-p e Nakagami-m, e em torno de 97% para as distribuicoes k-, -,
a-k-j1 e a-n-p usando para isto simples transformagoes apds a geragao de dados
com parametros pré-determinados. Melhores resultados nao sao reportados na
literatura para o melhor conhecimento do autor.

Outra vantagem do algoritmo proposto vem do fato do mesmo gerador poder

60



5.2. PROPOSICAO PARA TRABALHOS FUTUROS 61

ser usado para uma ampla gama de diferentes distribui¢oes através da correta
escolha de parametros, ja que tratamos aqui de distribuicoes generalistas que

incluem um grande ntimero de outras distribuicoes como casos particulares.

5.2 Proposicao para Trabalhos Futuros

Existem algumas sugestoes para futuros trabalhos com objetivo de dar conti-
nuidade a esta dissertagao. A primeira sugestao é um estudo mais aprofundado
sobre geracao de variaveis aleatorias, aplicando o método proposto neste trabalho
para a distribuigao a-k-n-pu, distribuicao proposta em [30] que engloba todas as
distribuicoes descritas no Capitulo 2 como casos particulares, o que seria o desen-
volvimento de um “gerador universal” de alta eficiéncia. A principal dificuldade
a ser enfrentada é a respeito da implementagao computacional das FDP e FDC
desta distribuicao que sao por demais complexas, e seus calculos requerem uma
grande quantidade de tempo, tornando o algoritmo lento. Uma segunda sugestao
seria uma pesquisa maior a respeito dos testes de qualidade para as variaveis
aleatérias geradas, avaliando o método proposto no Capitulo 4 sob a 6tica de ou-
tros testes, como o teste do Chi-Quadrado, testes de aleatoriedade e correlagao,

entre outros.



Anexo A

Algoritmo da Tabela 4.1

implementado no Matlab

% Gera n numeros aleatérios com a distribui¢do desejada, onde pl, p2 e p3
% sao os argumentos da distribuigao, e dist recebe os valores:

%

% 'nk’ — Distribuicao Nakagami—m

% ’am’ - Distribuigao Alpha—Mi

% ’km’ — Distribuigao Kappa—Mi

% ’nm’ — Distribuigao Eta—Mi

% ak’ - Distribuicdo Alpha—Kappa—Mi

% ’an’ — Distribuigao Alpha—Eta—Mi

%

% Os argumentos de safda sdo:

%

% Z — Vetor de dados com a distribuicao desejada

% aprov — Aproveitamento obtido na geragao

1 = input (’Entre com o nimero de pontos desejado: ’);
dist = input(’Entre com a distribuicao (nk, am, km, nm, ak, an): ’);

r = 0:0.0001:3; inc=0; i=0; p2 = 0; p3 = O0;

% Calculo dos coeficientes r0, cb e min_a:

if dist = ’nk’

pl = input (’Entre com o valor de m desejado: 7);
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if pl <=0
error (O valor de m deve ser positivo’)

end

m = pl;
r0 = sqrt ((2*xm—1)/(2%m));
c¢cb = fdp(r0,dist ,m);

min_a = m;
end
if dist = ’am’
pl = input (’Entre com o valor de Alpha desejado: ’);
p2 = input (’Entre com o valor de Mi desejado: 7);
if pl<=0 | p2<=0
error (’Os valores de Alpha e Mi devem ser positivos’)
end
a = pl; m = p2;
r0 = ((axm—1)/(axm))"(1/a);
cb = fdp(r0,dist ,a,m);
r = 0:0.01:500; ca = 1./(r=r0)."(2).xlog(cb./fdp(r,dist ,a,m));
min_a = real (min(ca));
end
if dist = ’km’

pl = input (’Entre com o valor de Kappa desejado: ’);

p2 = input (’Entre com o valor de Mi desejado: ’);

if pl<=0 | p2<=0
error (’Os valores de Kappa e Mi devem ser positivos’)

end

k = pl; m = p2;

fdpkm = fdp(r,dist ,k,m);

[i,j] = find (fdpkm==(max(fdpkm)));
r0 =r(1,j);

cb = fdp(r0,dist ,k,m);

min_a = mx(k+1);

end



if dist =— ’nm’

pl = input (’Entre com o valor de Eta desejado: ’);

p2 = input (’Entre com o valor de Mi desejado: ’);

if pl<=0 | p2<=0
error (’Os valores de Eta e Mi devem ser positivos’)

end

n = pl; m= p2;

fdpnm = fdp(r,’nm’ ,n,m);

[i,j] = find (fdpnm==(max(fdpnm)));
r0 = r(1,j);

cb

fdp (r0, 'nm’ ,n,m);
min_a = mx(n+1)/n;

end

if dist = ’ak’

pl = input (’Entre com o valor de Alpha desejado: ’);
p2 = input (’Entre com o valor de Kappa desejado: ’);

p3 = input (’Entre com o valor de Mi desejado: ’);

if pl<=0 | p2<=0| p3<=0
error (’Os valores de Alpha, Kappa e Mi devem ser positivos’)

end

a =pl; k = p2; m= p3;

fdpakm = fdp(r,dist ,a,k,m);

[i,j] = find (fdpakm==(max(fdpakm)));
r0 = r(1,j);

cb

fdp (r0,dist ,a,k,m);

r = 0:0.01:500; ca = 1./(r=r0)."(2).xlog(cb./fdp(r, ak’,a,k,m));
min_a = real (min(ca));

end

if dist = ’an’

pl = input (’Entre com o valor de Alpha desejado: ’);

p2 = input (’Entre com o valor de Eta desejado: ’);

p3 = input (’Entre com o valor de Mi desejado: ’);
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if pl<=0 | p2<=0 | p3 <=0

error (’Os valores de Alpha, Eta e Mi devem ser positivos’)

end

a = pl; n = p2; m= p3;

fdpanm = fdp(r,dist ,a,n,m);

[i,j] = find (fdpanm==(max(fdpanm)));
r0 = r(1,j);

cb = fdp(r0,dist ,a,n,m);

r = 0:0.01:500; ca = 1./(r=r0)."(2).xlog(cb./fdp(r,’an’,a,n,m));

min_a = real (min(ca));

end

% Inicio do método da Aceitagdo—Rejeigao

desvio = sqrt(1/(2+*min_a));

while (inc < 1)

Y = norminv (normcdf(0,r0,desvio) + unifrnd (0,1)=*

(normcdf(inf ,r0,desvio)—normedf(0,r0,desvio)),r0,desvio);

U = unifrnd (0,1,1,1); i =i + 1;
resp = fdp(Y,dist ,pl,p2,p3) / fdp(Y,’fh’,r0,cb,min_a);
if U<= resp

inc = inc+1; porcento = inc % 100 / 1;

if rem(porcento,0.1) = 0

cle; fprintf(’\n%1.1f por cento concluido\n\n’, porcento)

end
Z(inc) =Y;

end

end

r = 0:0.0001:3;
mpdfl1(Z,30,’’,’k’,’0’), hold on;

plot (r,fdp(r,dist ,pl,p2,p3),’r’)

aprov = 1/i; clc;
fprintf (’ Tarefa concluida\n\n’)

fprintf ('’ Aproveitamento obtido: %3.2f\n’, aprov)



Anexo B

FDPs das distribuicoes e funcao

majoritaria prosposta

function f = fdp(r,dist,pl,p2,p3)

% Retorna a FDP da distribuigdo desejada

%

% f = fdp(r,dist ,pl,p2,p3) retorna a fun¢do densidade de propabilidade da

% distribuicao desejada, onde pl, p2 e p3 sdao os argumentos da distribuigao ,

% e dist recebe os valores:

%

% ’fh’ — Fungdo majoritdria g(r0,cb,min_a)
% 'nk’ - Distribuigao Nakagami—m

% ’am’ — Distribuigao Alpha—Mi

% 'km’ - Distribuigao Kappa—Mi

% 'nm’ — Distribuigao Eta—Mi

% Tak’ — Distribuicao Alpha—Kappa—Mi

% ’an’ — Distribuigao Alpha—Eta—Mi

usado = ’'nao’;

if nargin < 2
error (O segundo parametro deve ser: fh, nk, am, km, nm, ak, an.’)
end

if dist == ’fh’

if nargin < 5
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error (’Para a Funcdo majoritdria g(x), devemos ter 5 argumento de entrada’)

end

r0 = pl; cb = p2; min_a = p3;

f =cb .x exp(—min_a.x(r — r0)."2);

end
if dist = ’nk’
if nargin < 3
error (’Para a distribuigdo Nakagami—m, devemos ter 1 argumento de entrada’)
end
m = pl; m(m < 0) = NaN; usado = ’sim ’;
f = 2¥m"m./gamma(m).*r." (2.*m—1).xexp(—m.*r."2);
end
if dist = ’am’
if nargin < 4
error (’Para a distribui¢do Alpha—Mi, devemos ter 2 argumentos de entrada’)
end
a =pl; m= p2; a(a < 0) = NaN; m(m < 0) = NaN; usado = ’sim’;
f =a.«m."m.xr." (a.*xm—1)./(gamma(m).*exp (m.xr." a));
end
if dist = ’km’
if nargin < 4
error (’Para a distribui¢do Kappa—Mi, devemos ter 2 argumentos de entrada’)
end
k = pl; m= p2; k(k < 0) = NaN; m(m < 0) = NaN; usado = ’sim ’;
f = 2smx(1+k) " (m/2+1/2)/[k"(m/2—1/2)xexp (m*k)].*r. m.x*
exp(—m.*r."2—m.xk.xr."2).%x besseli ((m—1),(2*xmxsqrt (k+k"2).x1));
end
if dist = ’nm’

if nargin < 4
error (’Para a distribuigao Eta—Mi, devemos ter 2 argumentos de entrada’)

end
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n=pl; m=p2; n(n < 0) = NaN; m(m < 0) = NaN; usado = ’sim’;

h=(2+4+n"(-1) +n)/4; H= (n"(-1) — n)/4;

f = real(4*sqrt(pi)*m”(m+1/2)xh"m /(gamma(m)*H"(m—1/2))
sexp(—2smsh.x1."2).% . (2#m).* besseli ((m—1/2),(2smsH.x1."2)));

end
if dist = ’ak’
if nargin < 5
error (’Para a distribuigdao Alpha—Kappa—Mi, devemos ter 3 argumentos de entrada’)
end
a =pl; k =p2; m=p3; a(a < 0) = NaN; k(k < 0) = NaN; m(m < 0) = NaN; usado = ’sim’;
f = axk”((1-m)/2)*(k+1)"((14m)/2)*m.*r." (ax((14+m)/2)—1)./
exp(m.*(k+r. atk.*xr."a)).* besseli (m—1,2¢sqrt (kx(k+1)).*sm.*xr." (a/2));
end
if dist = ’an’
if nargin < 5
error (’Para a distribui¢do Alpha—Eta—Mi, devemos ter 3 argumentos de entrada’)
end
a =pl; n=p2; m=p3; a(a < 0) = NaN; n(n < 0) = NaN; m(m < 0) = NaN; usado = ’sim’;
f = ax(n—1)"(1/2-—m)*(n+1)"(1/24m)*sqrt (pi)+*m"(1/24m).xr." (ax(1/24m)—1)./
(exp((14n) " 2*m.*xr. a/(2*n))*sqrt (n)*gamma(m)).* besseli (m—1/2,(n"2—1)sxm.*r." a/(2xn));
end
if usado = ’nao’

error (O segundo parametro deve ser: fh, nk, am, km, nm, ak, an.’)

end



Anexo C

Funcao para plotar um

histograma normalizado de dados

function [pdf_out, x_out] = mpdfl(in,bin,titulo ,tipo,cor)

% mpdfl (in,bin, titulo ,tipo,cor) calcula e plota o histograma normalizado de

% um vetor de dados.

global START.OK;
global BELL;
global WARNING;

% Definindo parametros de entrada

nx_default = 100;

axis_default = 1;

if (nargin = 1)
nx = nx._default;
max_x = nx_default;
titulo = 77,
tipo = =7
cor = ’k’;

else
if (nargin = 2)

nx = bin;

69



70

max-x = nx_-default;
titulo = 773
tipo = =7
cor = 'k’;
else if (nargin 3)
nx = bin;
max_x = nx_default;
cor = ’k’;
tipo = '—7;
else if (nargin = 4)
nx = bin;
max_x = nx._default;
cor = ’'k’;
else
nx = bin;
max_x = nx._-default;
end
end
end
end
cortipo = strcat (cor,tipo);
%%
% Calculando vetor no eixo y
%
max-y = length (in);
[out ,x] = hist (in ,nx);
nx_aug = [x,x(length(x))+(x(length(x))—x(length(x)—1))];

if ( length(out(out™=0)) <= 10 )

% Distribuigao continua

out = out/max.y ;
flag = ’discrete ’;
else % Distribui¢ao discreta
out = (out ./ diff(nx_aug))/max.y ;
flag = ’continuous ’;
end
%
% Rotinas de saida

X




71

if (nargout = 0)
if strcmp(flag, ’discrete’)
delta = max(diff(x));
nbin = length(x);
xa = [ (x(1)—delta/2), (xt+delta/2) ];

oa

[ out(1), 0, out(2:nbin) ];
stairs (xa,oa),
grid on,
if ( strcmp(axis(’state’),’auto’) ),
axis auto
end;
title (titulo)
elseif strcmp(flag, ’continuous’)
plot (x,out,cortipo),
grid on,
if ( strcmp(axis(’state’),’auto’) ),
axis auto
end;
title (titulo)
end
elseif (margout = 1)
pdf_out = out;
else
pdf_out = out;
x-out = X;

end
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