Uma Proposta de Modelagem
Matematica para Tratamento de
Trafego com Caracteristica Auto—
Similar

OscAvo GONZAGA PrATA JUNIOR

Dissertagao apresentada ao Instituto Nacional de Telecomunigoes,
como parte dos requisitos para obtencao do titulo de Mestre em

Engenharia Elétrica.

Orientador: PROF. DR. ANILTON SALLES GARCIA

Santa Rita do Sapucai
2003



Dissertacao defendida e aprovada em 29/07/2003, pela comissao julgadora:

Prof. Dr. Anilton Salles Garcia (Orientador) - DTE-INATEL

Prof. Dr. Shusaburo Motoyama (membro externo) - DT-FEEC-
UNICAMP

Prof. Dr. Carlos Alberto Ynoguti (membro interno) - DCOM-
INATEL

Coordenador do Curso de Mestrado



i

A DEUS que me deu tudo
que precisei para realizar
esse trabalho. E a minha

amada esposa, que
grandemente me auxiliou.



Agradecimentos

Ao Professor-orientador Anilton Salles Garcia.

Em especial, ao Professor Carlos Alberto Ynoguti, pela sua atengao e paciéncia,
que contribuiu de forma singular para a realizacao desse trabalho.

A minha esposa Paula, que desde o inico dessa jornada nao ofereceu resisténcia
a realizacao de um sonho.

Ao INATEL pela oportunidade oferecida.

E acima de tudo, a Jesus Cristo, o DEUS vivo e senhor da vida.

il



Indice

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

Lista de Abreviaturas e Siglas
Lista de Simbolos

1 Introducao
1.1 Prefacio . . . . . . . . ...
1.2 Histérico . . . . . . . . ..
1.3 Tratamento Estatistico . . . . . . .. ... .. ... ... .....
1.4 Proposta do Trabalho. . . . . . . . .. ... ... ... ......

2 Caracterizacao e Modelagem do Trafego nas Redes de Pacotes
2.1 Introducao . . . . . . . ..
2.2 Auto-similaridade . . . . . .. ...

2.2.1 A matematica da auto-similaridade . . . . .. . ... ...
2.2.2 Identificando a caracteristica de auto-similaridade em pro-
cessos estocasticos ... ..o

2.3 Modelos de trafego . . . . . . ..o
2.3.1 Modelo para redes Ethernet . . . . .. .. ... ... ...
2.3.2 Modelos para redes WAN . . . .. ... ... ... ....
2.3.3 Modelos pararedes ATM . . . . . .. ... ... .. ...,
2.3.4 Modelos para WWW . . . . ... ... ... ... ...,

24 Conclusoes . . . . . . . ..
3 Modelagem do Trafego com Caracteristica Auto-Similar

3.1 Imtroducao . . . . . . . ..
3.2 Proposicao do Modelo de Trafego . . . . . .. .. ... ... ...

v

vi

viii

1x

xi

W N = =

S O xR

10
10
11
11

13
13
14



3.2.1 Modelo Matematico do Trafego . . . . . .. .. .. .. .. 14

3.2.2  Parametro de Hurst e a Distribui¢ao de Pareto . . . . . . . 15
3.2.3 Validacao Tedrica do Modelo de Trafego . . . . . . .. .. 21
3.3 Conclusoes . . . . . . . . 22

4 Modelo de fila G/M/1 e a Distribuicao de Pareto com Parametro

de Hurst 23
4.1 Introducao . . . . . . . .. 23

4.2 Anélise Matematica do Modelo G/M/1 . . . . . ... .. .. ... 23
4.3 Simulagao: Modelo G/M/1 vs. M/M/1 . . . ... ... ... ... 26
4.3.1 Modelo de Simulacao . . . . . . ... ... 26

4.3.2 Resultados da Simulacao . . . . . . . ... ... 28

4.4 Conclusoes . . . . . . . . e 29

5 Conclusao 31
5.1 Contribuigoes da Dissertacao . . . . . . . . . . . ... .. ... .. 31
5.2 Proposicao para Trabalhos Futuros . . . . . ... ... .. .... 32
Anexos 33
A Distribuicao de Pareto 33

B Funcao de Autocorrelacao de um Processo Estocastico Esta-

cionario com fdp de Pareto 36
C Transformada de Laplace da fdp de Pareto 38
Referéncias Bibliograficas 41



Lista de Figuras

2.1

2.2

2.3

3.1

3.2

3.3

3.4

4.1

4.2

Trafego Ethernet observado em cinco diferentes escalas de tempo.
(Figura extraida do artigo “On the Self-Similar Nature of Ethernet
Traffic”) . . . . .o
[lustragao do conceito de auto—similaridade do trafego nas redes de
pacotes. Pode—se observar nas diferentes escalas de tempo, (a)—(c),
que o comportamento do trafego de entrada da rede de pacotes do
INATEL, apresenta ligeira semelhanga. . . . . . .. .. ... ...
Em (a) pode-se ver a andlise R/S do tréfego de saida da rede de
pacotes do INATEL. Em (b) é apresentada a anélise R/S do trafego
de entrada da rede de pacotes do INATEL. . . . . ... ... ...

Graéfico da variacao do parametro «, da distribuicao de Pareto, em
relagao aos valores do parametro de Hurst — H. Em (a) observa-se o
plano formado pela intersecgao das faixas de valores dos parametros
a e H. Em (b) é apresentado o relacionamento entre os valores de
aeH. ..
Comparagao entre a funcao de autocorrelacao do modelo FGn,
com H=0.75, e o funcao de autocorrelacao do Modelo de Pareto

considerando apenas a variavel a como sendo fun¢ao do parametro

Relagao entre a variavel (3 e o parametro de Hurst. Em (a) vemos
alguns valores de # em fungao de H. Em (b) é apresentada a curva
obtida através de interpolacdo dos pontos apresentados em (a). . .
Funcao densidade de probabilidade de Pareto com parametro de
Hurst. . . . . . .

[ustracao grafica da solucao da equagao (4.4) para diferentes va-
loresde H. . . . . . . . .. .
Modelo de simulagao empregado para avaliar o comportamento de
uma fila M/M/1 e G/M/1 considerando a mesma média para o
tempo entre chegadas das entidades. . . . . . . . ... ... ...

vi



4.3 Comparagao grafica entre os modelos G/M /1 e M/M/1 levando-se
em consideracao o comprimento médio da fila. . . . . . . ... .. 29

Vil



Lista de Tabelas

2.1

4.1

4.2

4.3

Exemplos de aplicacoes suportadas pela tecnologia ATM, classifi-
cados de acordo com os tipos de classes de servicos . . . . . . ..

Equagoes vélidas para um sistema de filas do tipo G/M/1 para o
determinado a partir da solugao da transformada Laplace-Stieltjes
para a distribuicao do tempo entre chegadas. . . . . . . . ... ..
Tempo médio, dado em segundos, gasto na fila G/M/1 para difer-
entes fatores de utilizagao, considerando-se que a distribuicao do

tempo entre chegadas é a distribuicao de Pareto com parametro H.

Tempo médio gasto na fila M/M/1 para diferentes fatores de uti-
lizacao, considerando-se que a distribuicao do tempo entre chegadas
é exponencial com média dada pela distribuicao de Pareto com

parametro H. . . . . .. ..o

viil

28



Lista de Abreviaturas e Siglas

AAL ATM Adaptation Layer - Camada de adaptacao ATM

ATM  Asynchronous Transfer Mode - Modo de transferéncia
assincrono

FBm Fractional Brownian Motion - Movimento Browniano
Fracional

fdc Fungao distribuicao cumulativa

fde! Funcao distribuicao cumulativa complementar

fdp Funcao densidade de probabilidade
FGn Fractional Gaussian Noise - Ruido Gaussiano Fra-
cional

G/M/1  Sistema de fila com um servidor onde o tempo de
servico e dado por um distribuicdo exponencial e o
intervalo entre chegada das entidades seque uma dis-
tribuicao genérica.

IDC Index of Dispersion for Counts - Indice de Dispersao
M/G/1  Sistema de fila com um servidor onde o tempo de
servico e dado por um distribuicao genérica e o in-

tervalo entre chegada das entidades seque uma dis-
tribuicao exponencial.

1X



M/M/1

MMPP

OPNET®

R/S

WAN
WWWwW

VBR

Sistema de fila com um servidor onde o tempo de
servico e dado por um distribuicao exponencial e o
intervalo entre chegada das entidades também seque
uma distribuicao exponencial.

Markov Modulated Poisson Process - Processos de
Poisson cuja taxa de chegada é uma variavel aleatoria

que é modulada por uma cadeia de Markov de tempo-
continuo

Optimun Network Performance - Ferramente de
simulacao para redes de telecomunicacoes.

Rescaled Adjust Range or R/S-statistic - Estatistica
de Amplitude Reescalonada Ajustada

Wide-area network - Rede metropolitana
World Wide Web - Rede mundial de computadores

Variable Bit Rate - Taxa de bit varidvel



Lista de Simbolos

Processo estocastico

Numero de observacoes

Parametro de Hurst

Funcao de autocorrelagao do processo FGn

Atraso da funcao de autocorrelacao

Densidade espectral

Média da variavel aleatéria X

Funcao que varia lentamente quando seu argumento tende para infinito

Variavel da distribuicao de Pareto expressa em fungao do parametro
de Hurst

Variavel da distribuicao de Pareto expressa em fungao do parametro
de Hurst

Funcao arbitraria
Funcao arbitréria
Funcao de autocorrelagao de um processo estocastico auto-similar

Variavel da distribuicao de Pareto conhecida como shape

x1



poou fh

M2

Variavel da distribuicao de Pareto conhecida como location
Média da distribui¢ao de Pareto

Segundo momento da distribuigao de Pareto

Segundo momento central da distribui¢ao de Pareto — Variancia
Funcao de distribuicao cumulativa de Pareto

Funcao de distribui¢ao cumulativa complementar de Pareto

Funcao de autocorrelacao de um processo estocastico independente e
identicamente distribuido com fdp de Pareto.

Funcao densidade de probabilidade da variavel aleatéria T
Funcgao gama

Funcao gama incompleta

Transformada de Laplace de f(+)

Erro médio quadratico

Variavel complexa de Laplace

x1i



Resumo

PraTA Jr., O.G. Uma Proposta de Modelagem Matematica para Tratamento
de Trafego com Caracteristica Auto—Similar. Santa Rita do Sapucai, 2003.

Instituto Nacional de Telecomunicagoes.

Os modelos de trafego aplicados no passado para o dimensionamento, anélise
de desempenho e otimizacao das redes de telefonia convencional, tornaram-se in-
eficientes devido a mudanga na natureza estatistica do trafego das redes de dados,
fomentando assim, na comunicadade académica/cientifica, uma constante busca
por modelos que sejam capazes de tratar essa nova caracteristica estatistica do
trafego. Essa dissertacao apresenta uma proposta de modelo matematico capaz
de representar a caracteristica auto—similar do trafego das atuais redes de teleco-
municagoes. O modelo proposto utiliza a distribui¢ao de Pareto com o parametro
de Hurst para caracterizar os tempos entre chegadas de pacotes na rede. Como
conseqiiéncia do desenvolvimento do modelo é mostrada a importancia da variavel
de localizacao da distribucao de Pareto para que essa possa modelar trafego auto—
similar. E feita também, uma andlise utilizando-se o modelo desenvolvido dentro

da teoria cléssica de filas.

Palavras-chave: Modelagem de trafego, auto-—similaridade,
G/M/1, M/M/1, caracterizacdo do trafego, desempenho,
distribuicao de Pareto.
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Abstract

The traffic models applied in the past for design and performance analysis of the
telephony networks became inefficient due to the change in the statistical nature
of data traffic. This instigate the scientific/academic community to looks for
models that are capable to treat that new characteristic statistics of the traffic.
This document presents a proposal of mathematical model capable to represent
the self-similar feature of the traffic of the current networks. The intended model
uses the Pareto distribution with Hurst parameter to characterize the package
interarrival time. Consequently, it is presented the relevant for variable of location
for Pareto distribution modelling self-similar traffic. We also present a study

using the proposed model for classic queue theory .
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Prefacio

As antigas redes de telecomunicagoes eram projetadas para acomodar um tnico
tipo de trafego — o de voz. Em decorréncia disso, inimeros estudos foram rea-
lizados com o intuito de determinar métodos para o dimensionamento, analise e
otimizagao dessas redes [1].

No entanto, o cendrio tecnolégico vem sofrendo constantes alteracoes e con-
sequentemente as redes de telecomunicagoes também sao influenciadas por essas
mudancas. Em decorréncia disso, as modernas redes de telecomunicagoes, nao
mais sao utilizadas unicamente para acomodar o trafego de voz. Estas redes véem
sendo utilizadas para o transporte dos mais diversos tipos de informacao, ou seja,
voz, video, dados, multimidia, etc..

Com essas novas aplicagoes as redes nao sao mais estudadas utilizando-se os
modelos desenvolvidos no passado [1, 2, 3]. Essa constante evolugao, traz um
grande desafio aos estudiosos desse assunto, tendo em vista que nao existe ainda
um modelo concreto e definitivo para tratar o trafego das atuais redes, fomentando
assim a constante busca de modelos que sejam cada vez mais adequados para a
modelagem, analise de desempenho e otimizacao dessas redes.

1.2 Historico

Os primeiros estudos de trafego [1] comegaram a ser realizados no inicio do século
passado por Malcolm C. Rorty. Em 1909 o engenheiro A. K. Erlang publicou dois
teoremas conhecidos até hoje que sao Erlang B e Erlang C [1].

Nos anos 30 trés modelos foram aceitos na comunidade de comunicagao, que

foram, o modelo de Poisson, empregado no uso do dimensionamento de facili-



1.3. TRATAMENTO ESTATISTICO 2

dades, o modelo Erlang B, usado para medir a taxa de bloqueio de requisi¢oes
em sistemas sem fila de espera e o modelo Erlang C, usado para medir a taxa de
bloqueio de requisicoes em sistemas com fila de espera.

Esse modelos eram aplicados apenas no dimensionamento das rotas diretas.
Porém, modelos para o dimensionamento de caminhos secundarios ainda nao
eram considerados. No meado da década de 50, Roger Wilkinson apresenta uma
solugao para esse problema, todavia sem obter resultados numéricos pela falta de
recursos computacionais [1]. No entanto, em 1980, Henry Jacobsen publicou os
resultados da soluc@o apresentada por Wilkinson [1].

Em paralelo com o desenvolvimento da telefonia surgiu nos anos 70 a ARPA-
NET [4]. Desde entao, o avanco tecnoldgico contribuiu para que as redes de
telecomunicagoes atingissem o estado dos dias de hoje. Em conjunto com esse
desenvolvimento, surgiram também novos problemas no campo do dimensiona-
mento, andlise e otimizacao dessas redes.

Como um dos primeiros estudos apresentados como o objetivo de analisar o
desempenho das redes de pacotes pode-se citar o trabalho apresentado por Klein-
rock [5], em 1975. No decorrer dos anos, muitos outros trabalhos foram feitos,
porém em 1994 surge o trabalho “On the self-similar nature of Ethernet traf-
fic” [6] que colocaria os modelos tradicionais, ou seja modelos Markovianos, em
condigoes de questionamento, tendo em vista que o trafego nas redes de pacotes
apresentava um nova natureza estatistica, chamada de auto-similar.

Apés os trabalhos apresentados por Leland et. al. [6], intimeros outros traba-
lhos surgiram com intuito de investigar a natureza auto-similar do trafego das re-
des de pacotes. Dentre eles podemos citar Beran et. al. [7] e Garrett [8] que inves-
tigaram a natureza estatistica do tréafego de video em redes de pacotes. Em redes
WAN/LAN Paxson et. al. [9] apresentam resultados da caracteristica estatistica
do trafego nestas redes, mostrando que os modelos poissonianos aplicam-se ape-
nas a trafegos muito especificos como é o caso do trafego gerado por TELNET
e pelo trafego gerado pelo controle de conexoes FTP. Outros trabalhos como o
apresentado por Crovella et. al. [10, 11] buscam caracterizar o trafego produzido
na WWW.

1.3 Tratamento Estatistico

Algumas distribuicoes, tais como Poisson, Exponencial, etc., foram e ainda sao de
grande utilidade no estudo do trafego. No entanto, modelos de trafego que usam
essas distribuicoes como base sao aplicados apenas em modelagem de trafego de
voz e em alguns casos especificos de redes de pacotes, como é o caso do trafego
TELNET e FTP [9]. Isso devido a nova natureza do trafego presente nas moder-
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nas redes de telecomunicacoes.

Desde os estudos empiricos apresentados por Leland et. al. [6] os modelos
classicos entraram em cheque. Isso acarretou um aumento significativo pela busca
de novos modelos para representar o natureza estatistica no trafego nas redes de
pacotes. Como um dos principais modelos podemos citar o FGn [3, 12| e o FBm
[13, 2] que sdo amplamente referenciados na literatura como modelos capazes de
representar a auto—similaridade do trafego presente nas redes de pacotes.

No entanto, devido a complexidade desses modelos intimeras outras propostas
surgem para representar o trafego com caracteristica auto—similar [14, 15, 16, 17] e
outras propostas podem ser vistas na vasta bibliografia apresentada por Willinger,

Taqqu e Erramilli [18].

1.4 Proposta do Trabalho

A principal proposta deste trabalho é o desenvolvimento de um modelo matematico
capaz de representar o comportamento auto-similar presente no trafego das redes
de pacotes, assim como investigar a aplicacao desse modelo utilizando-se a teoria
classica de filas.

Para alcancar o objetivo proposto neste trabalho sera apresentado no Capi-
tulo-2, de forma sintetizada, algumas técnicas para analisar o comportamento
estatistico do trafego, como também é colocada a definicao de auto—similaridade,
que é uma caracteristica estatistica evidenciada no trafego das redes de pacotes.
Finalizando esse capitulo sao mencionadas diversas propostas para modelagem
de trafego auto-—similar considerando diversos tipos de tecnologia de rede. O
objetivo desse capitulo é obter uma base tedrica para o desenvolvimento dos
capitulos posteriores.

O Capitulo-3, traz a proposicao do modelo e o seu desenvolvimento matematico
bem como sua respectiva validacao; ao final desse capitulo sao apresentados algu-
mas conclusoes a respeito do modelo proposto assim como a sua contribui¢ao. Um
importante resultado neste capitulo é a incorporacao do parametro de Hurst na
fdp de Pareto, o que caracteriza uma contribuicao para essa distribuicao quando
usada para modelar trafego auto—similar.

Como conseqiiéncia do desenvolvimento feito no Capitulo-3, é apresentada
uma analise da fdp de Pareto com parametro de Hurst em um sistema de filas do
tipo G/M /1. Como resultado desse estudo identificou-se que o modelo proposto
nao admite solugao analitica quando o mesmo é usado para modelar o tempo entre
chegada das entidades neste tipo de fila. Esse estudo ¢ o assunto do Capitulo-4.

Essa dissertacao é concluida com o Capitulo-5, onde sao abordados os aspectos
de possiveis trabalhos futuros, dando assim continuidade a esse estudo.



Capitulo 2

Caracterizacao e Modelagem do

Trafego nas Redes de Pacotes

2.1 Introducao

A comunidade cientifica/académica tem buscado continuamente caracterizar o
trafego das redes atuais, como ja foi feito no passado nas redes de telefonia.
Para isso dispde-se atualmente de um grande nimero de ferramentas (hardware
e software) para coleta de dados, sendo estas de fundamental importancia para
se investigar a natureza estatistica do trafego.

Estudos empiricos realizados por Leland et. al. [19, 20, 6], no inicio da ultima
década, revelaram que o trafego nas redes de pacotes apresenta caracteristica
de auto—similaridade. A partir destas pesquisas, inimeros trabalhos surgiram
visando investigar essa nova caracteristica do trafego, assim como apresentar
modelos matematicos capazes de descrever esse novo comportamento — veja [2, 3,
21, 10, 11, 9, 18, 22, 17, 23, 24, 25, 26, 27, 14, 13, 28, 12]. Desde entao, o trafego

das redes vem sendo classificado de duas formas:
trafego com dependéncia de longa duracao, e
trafego com dependéncia de curta duracao.

Para compreender melhor as caracteristicas estatisticas presentes no trafego
das redes de pacotes, este capitulo é dividido em duas segoes: a primeira, res-
ponsavel por apresentar o conceito qualitativo e quantitativo da auto—similaridade;
a segunda, responsavel por apresentar alguns modelos de trafego que sao capazes
de representar essa nova caracteristica presente no trafego das redes de pacotes.

Finalizando este capitulo sao apresentadas algumas conclusoes.



2.2. AUTO-SIMILARIDADE

2.2 Auto-similaridade

A auto-similaridade refere-se a propriedade de um determinado fen6meno manter
certas caracteristicas quando observado em diferentes escalas (tempo, espago,
etc.). Este conceito foi inicialmente apresentado por Kolmogorov* em 1940. Em
1962, Lamperti [29] apresentou o tratamento matemético da auto-similaridade.
Trés anos depois, em 1965, Mandelbrot [30] introduziu este conceito em sistemas
de comunicagao, bem como o conceito de ruido gaussiano fracional [31], em 1968.

Visualmente, a auto-similaridade do trafego manifesta-se como uma invarian-
cia em relacao a escala de tempo. Por exemplo: se forem construidos gréficos
“Pacotes/Unidade de Tempo” vs. “Unidade de Tempo”, para diversas escalas de
tempo, pode-se verificar que o trafego parece o mesmo. Pode se visualizar esse

conceito através da Figura—2.1.
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Trdafego Ethernet observado em cinco diferentes escalas de tempo. (Figura

extraida do artigo “On the Self-Similar Nature of Ethernet Traffic”)

*Andrei Nikolaevich Kolmogorov, nasceu em 25 abril de 1903 em Tambov, Russia, morreu
em outubro de 1987 em Moscou. Ele foi um dos mais famosos matemaéticos soviéticos e um dos

grandes matemaéticos do século passado.
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Porém, o trafego nas redes Ethernet nao sao predominantemente auto-similares
como pode ser visto na através da Figura-2.2. Em (a) tem-se o trafego, no gate-
way da rede do INATEL, observado na escala de cinco minutos, em (b), o trafego

é medido na escala de 30 minutos, e em (c), o trafego é visto na escala de duas

horas.
X 104
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4
x 10 t

Bytes/segundo - (b)
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Figura 2.2: llustracdo do conceito de auto—similaridade do trdfego nas redes de pa-
cotes. Pode—se observar nas diferentes escalas de tempo, (a)—(c), que o comportamento
do trdafego de entrada da rede de pacotes do INATEL, apresenta ligeira semelhanca.

Ao contrario do que se pode pensar, a auto-similaridade nao se expressa,
unicamente, de forma intuitiva. Como sera visto mais adiante, a auto-similaridade
possui uma definicao matematica rigorosa. No entanto, a auto-similaridade pode
ser descrita através de poucos parametros, onde um deles é o parametro de Hurst
— H, sendo que 0.5 < H < 1 e, H= 0.5 indica que nao existe auto-similaridade
e H =1 indica uma perfeita auto-similaridade.

A seguir, é feita uma breve descricao das defini¢oes relacionadas a processos
estocasticos auto-similares. Finalizando esta secao, sao apresentados métodos
para determinar se um processo estocastico apresenta caracteristicas de auto—
similaridade ou nao. Maiores detalhes sobre este assunto podem ser encontrados
em [29, 32, 33] e [34].

2.2.1 A matematica da auto-similaridade

Existem varias referéncias que trazem a representacao mateméatica da auto-similaridade.

Por este motivo nao sera feita uma exposicao rigorosa a respeito desse assunto,
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pois estaria fora do escopo deste trabalho.

Os processos auto-similares sao definidos da seguinte forma: seja {X; : t =
0,1,2,...} um processo estocastico com variancia Var(X;), e funcao de autocor-
relagdo r(k),k > 0. Sejam {X ,gm)} as novas séries obtidas pela divisdo propor-
cional da série original em blocos nao sobrepostos de tamanho m, m =1,2,3, ....

Portanto, as novas séries serao descritas da seguinte forma:

km
m _ 1 _
X" =— > Xik=123, .. (2.1)
i=(k—1)m+1
As novas séries X\™ tém variancia Var(X{™) e funcio de autocorrelacio r™ (k).
Um processo X; é auto-similar com parametro H de auto-similaridade se, para

todo m positivo, as seguintes seqiiéncias tiverem a mesma distribuicao:
(mXx!™ k>1} 2 {m X, k> 1}, (2.2)

ou seja, a distribuicao e as caracteristicas estatisticas sao as mesmas, tanto para
a soma agregada como para a série original. Lamperti [29], demostrou que para
a equagao (2.2) ser um processo estocdstico auto-similar deve existir um dnico
valor de m e H que satisfaz essa equacao. Logo, se um processo é auto-similar,
a série original tem a mesma funcao de autocorrelacao das séries obtidas pela
divisao proporcional da mesma.

Mais formalmente, processos auto-similares sao caracterizados por uma func¢ao
de autocorrelagao (p(k) = k™" com 0 < n < 1 e k — o0) que decai hiperbolica-
mentel. Outro indicio que um processo apresenta caracteristicas auto-similares,
pode ser visto através da funcao de autocorrelacao apresentando soma infinita,
através da densidade espectral do processo que diverge na origem (S(f) ~ f~°
com 0 < 6§ <1ef — 0), através do indice de dispersao (IDC) que cresce
monotonicamente por varias escalas de tempo ou ainda através da distribuicao
de probabilidade que apresenta cauda pesada [6, 3, 11, 17, 35, 36].

2.2.2 Identificando a caracteristica de auto-similaridade

em processos estocasticos

Existem atualmente diferentes técnicas que podem ser empregadas para se medir o
grau de auto—similaridade de um processo estocastico. Dentre elas, temos: repre-

sentacao grafica Variancia—Tempo [2, 3], andlise R/S (Estatistica de Amplitude

"Nome dado ao efeito do decaimento da funcio de autocorrelacio ser mais lento do que uma
funcdo exponencial, ou mais precisamente seguindo uma lei de poténcia.
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Reescalonada Ajustada) [6, 37|, método do Periodograma [3, 11], estimador de
méxima verossimilhanga de Whittle [6, 35], etc. dentre estes, pode-se destacar
o método da representacao grafica da Variancia-Tempo, que apresenta baixa
complexidade, e o método da andlise R/S, também conhecido como diagrama de
pox [6], por ser um método preciso [37] para aferir o grau de auto-similaridade
de um processo estocastico.

Nesta subsegao é apresentado conceitualmente o método da andlise R/S e
também ¢é feita uma ilustracao do método aplicando-o para medir o grau de
auto—similaridade do trafego de entrada da rede de pacotes do INATEL.

Anilise R/S — Estatistica de Amplitude Reescalonada Ajustada

O método da analise R/S, considera uma seqiiéncia finita de observagoes { Xy, k =
1,2,...,n} com média Y (n) e variancia das amostras dada por S?(n), entao a
amplitude reescalonada ajustada é dada por:

R(n)_ 1 {
S(n)  S(n)

max (Y (t) —tY(n)) — min (Y (t) — tY(n))} , (2.3)

0<t<n 0<t<n

sendo que S(n) é definido como

S(n) = %ZXZ - (%ZXZ) , (2.4)

e Y(n) como

Y (n) = %ZX (2.5)

Hurst [38] mostrou que muitas séries temporais satisfazem a relagao

E {%} ~cn' n— oo (2.6)

onde ¢ é uma constante que nao depende de n e S(n) é o desvio padrao.

A declividade da reta ajustada para o grafico (log(n),log(R(n)/S(n))) é uma
estimativa do parametro de Hurst — H. Como j4 foi mencionado anteriormente,
este parametro traz a informacao do grau de auto—similaridade de um processo
estocéstico.

A Figura—2.3 traz o grafico da andlise R/S aplicado ao trafego de saida e de
entrada do gateway da rede do INATEL.
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(a) (b)
4 4
7 7
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3.5 s 3.5 /
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7/ 7/
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log(R(n)/S(
N
\

Figura 2.3: Em (a) pode-se ver a andlise R/S do trifego de saida da rede de pacotes
do INATEL. Em (b) € apresentada a andlise R/S do trdfego de entrada da rede de
pacotes do INATEL.

2.3 Modelos de trafego

Como ja foi mencionado anteriormente, os dados coletados nas redes de pacotes
demonstram, convincentemente, que o trafego pode apresentar caracteristica de
auto—similaridade [19, 20, 6, 21, 9, 38, 39]. O conceito de auto-similaridade,
ou mais precisamente auto-proximidade, também é conhecido como fractality ou
dependeéncia de longa duracao.

Desde que foi introduzido pela primeira vez, esse conceito tem apresentado
um destaque singular nas técnicas de compressao, processamento de sinais e mais
recentemente na andlise do trafego de redes de pacotes [6, 39, 40, 15].

Como pode ser visto em [2, 3, 21, 18] existe uma extensa bibliografia que
aborda este assunto. Devido a essa abrangéncia, serao apresentados, nesta secao,
alguns modelos estocasticos que podem ser empregados para efetuar a modelagem
do comportamento auto-similar do trafego nas redes atuais, destacando-se apenas

as tecnologias com maior evidéncia.

2.3.1 Modelo para redes Ethernet

Uma das maiores evidéncias da auto-similaridade do trafego em redes Ethernet
foi apresentado por Leland et.al. [19, 20, 6]. Uma explicacao para esse fenomeno
pode ser dada através da teoria de processos On/Off. Nesta, cada estagao de
trabalho é considerada como On (enviando pacotes para a rede) ou como Off
(ndo utilizando a rede), entdao a superposigdo de tais fontes On/Off pode ser
assintoticamente auto-similar [10, 41]. Outro modelo que descreve a dependéncia
de longa duragao do trafego Ethernet é o modelo baseado em Wavelets, como

apresentado em [42].
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Modelos markovianos utilizados no passado, se forem devidamente adaptados,
também podem ser empregados para descrever o trafego auto-similar como se
pode ver em [16]. Este tipo de modelagem traz um ganho no que se refere
ao tratamento matematico, devido a sua simplicidade comparada com outros
modelos. De acordo com Ryo et. al. [43] o trédfego em redes Ethernet pode
ser modelado através de Processos de Contagem, que é capaz de tratar a auto-
similaridade apresentada por esse tipo de trafego.

Como visto, existem varios modelos matematicos capazes de tratar auto-simi-
laridade apresentada pelo trafego em redes Ethernet. Pode-se observar que os
modelos se diferenciam uns dos outros através da complexidade inerente a cada
um deles. Em [2] e [21] s@o descritos outros modelos capazes de tratar o trafego

em redes Ethernet.

2.3.2 Modelos para redes WAN

Analise de dados coletados em redes WAN, como apresentada por Paxon e Floyd
[9], demonstram que modelos poissoniamos falham em capturar a dependéncia de
longa duracao presentes no trafego deste tipo de rede.

Modelos que utilizam fontes On/Off, mencionado anteriormente, também po-
dem ser usados para fazer a modelagem de trafego em rede WAN. Outro método
que pode ser empregado para representar o trafego em redes WAN é o mode-
lo M/G /oo, onde os clientes (pacotes) chegam de conformidade com uma dis-
tribuicao de Poisson e tem um tempo de servico, modelado de acordo com uma
distribuicdo de cauda pesada [6, 44, 45, 9].

Pode-se encontrar, atualmente, uma série de modelos que sao capazes de re-
presentar o trafego em redes WAN, como por exemplo os modelos baseados em
Wavelets [45], MMPP [23] e Pareto [9, 23]. E possivel, ainda, encontrar outros
modelos que podem ser aplicados ao trafego das redes WAN, na extensa biblio-
grafia apresentada por Hlavacs et. al. [2] e Ruela et. al [21] e Willinger et. al.
[18].

2.3.3 Modelos para redes ATM

A tecnologia ATM foi amplamente difundida na tltima década, onde seu dife-
rencial era suportar uma ampla variedade de servigos. Alguns tipos de servigos
suportados por essa tecnologia, podem ser vistos na Tabela-2.1.

Devido a sua grande flexibilidade em suportar diferentes tipos de servigos,
surgiram inimeros modelos de trafego disponiveis para tecnologia ATM.

Um modelo que pode ser utilizado para representar o trafego ATM é o pro-

posto por Fan e Georganas [24], que modela o trafego auto-similar através de uma



2.4. CONCLUSOES 11

Tabela 2.1: Exemplos de aplicag¢des suportadas pela tecnologia ATM, classificados de
acordo com os tipos de classes de servigos

Classe A B C D
Emulacao Video e Transf. Transf.
Exemplo de de circuitos e | dudio a | de dados | de dados nao
Servigos video a taxa taxas orientada | orientada a
constante variaveis | a conexao conexao
Protocolo AAL AAL1 AAL2 AAL34 AAL5

distribuicao Poisson-Zeta, com parametros « e p, sendo que o trafego agregado
é gerado através de processos On/Off. Este modelo foi empregado para descr-
ever o trafego de entrada de comutadores ATM, com o objetivo de verificar seu
respectivo desempenho mediante um trafego com caracteristica auto-similar.

Modelos cléssicos, como o modelo M/G/1 também podem ser utilizados, se
forem devidamente ajustados. Um exemplo disso sao os trabalhos apresentados
por Tsybakov et. al. [25, 17, 26], onde s@o apresentados modelos para dimen-
sionamento de buffer para redes ATM considerando um tréfego auto-similar.

Existem, ainda, outros modelos capazes de descrever o trafego auto-similar
nas redes ATM,. Dentre eles tem-se os modelos propostos por Diamond et. al.
[27] e Daniels et. al. [14], que sao baseados em distribuigdes de cauda pesada e
processos On/Off .

2.3.4 Modelos para WWW

Muitos estudos tém sido feitos nao apenas com o intuito de se determinar mode-
los de trafego que sejam apropriados para representar o comportamento da Web.
Trabalhos como o apresentado por Crovella e Bestravos [10, 11] buscam identi-
ficar, também, a natureza da auto-similaridade deste tipo de trafego.

Crovella e Bestravos apresentam um modelo para o trafego Web usando a
superposicao de alguns processos de renovacao, onde a renovagao esta restrita aos
valores 0 e 1 e, o intervalo de tempo entre as renovacoes segue uma distribuicao
de cauda pesada. Outros modelos como os apresentados por Feldmann et. al.
[45], que utilizam como base Wavelets e M /G /oo, também podem ser utilizados

para representar o comportamento desse tipo de trafego.

2.4 Conclusoes

Neste capitulo buscou-se sumariar as principais técnicas empregadas para analisar

o comportamento do trafego nas redes de pacotes, com o objetivo de efetuar
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uma caracterizacao precisa do seu comportamento. Além disso, pode-se observar
através da anédlise R/S aplicada no trafego de entrada e saida do gateway da rede
do INATEL, que o trafego pode nao apresentar simetria. Isso dificulta, ainda
mais, o dimensionamento, a analise de desempenho e a otimizacao das redes de
pacotes.

Foram apresentados, também, diversos modelos probabilisticos que podem ser
empregados para descrever matematicamente a caracteristica de auto—similaridade
presente no trafego das redes de pacotes. No entanto, os modelos apresentados
possuem um tratamento matemético “dificil” bem como a fato de nao existir um
modelo definitivo e concreto que descreva o comportamento do trafego nas redes
de pacotes. Dal surge a principal motivacao para se buscar modelos, de repre-
sentacao de trafego de redes de pacotes, que sejam factiveis para serem utilizados
no dimensionamento e na analise de desempenho de redes de pacotes.

Como resultado de nossa investigacao, no proximo capitulo estaremos apre-
sentando um modelo, matematico, que seja capaz de descrever o comportamento
auto—similar do trafego das redes de pacotes e que também seja de baixa com-

plexidade matemaética.



Capitulo 3

Modelagem do Trafego com

Caracteristica Auto-Similar

3.1 Introducao

Quando se objetiva construir um modelo de trafego para representar o compor-
tamento de uma determinada rede ou mesmo de um elemento desta rede, um dos
pontos cruciais é desenvolver um modelo matematico que seja capaz de represen-
tar a fonte geradora do trafego. Outro aspecto de extrema relevancia é conhecer
as caracteristicas estatisticas do mesmo.

Como pode ser visto no Capitulo—2, o trafego nas redes de pacotes apresenta
uma caracteristica diferente em relacao ao trafego das redes de telefonia conven-
cionais. Em virtude dessa nova caracteristica os modelos baseados em Processos
de Poisson, Cadeias de Markov, Batch-Poisson, Markov Modulated Poisson Pro-
cess (MMPP), Modelos de Fluido, etc., nao sao adequados para representar esse
novo comportamento [3].

No entanto, como pode-se observar em [20, 6, 2, 10, 11, 18, 17, 24, 25, 26, 27,
14], a caracteristica de auto-similaridade do trafego nas redes de pacotes, pode ser
representada através da sobreposicao de processos de renovagao [22, 46|, através
de modelos FBm (Fractional Brownian Motion) [13, 23, 28, 12|, FGn (Fractional
Gaussian Noise) [6, 3, 2], Wavelets [47, 2], etc.. Porém, estes modelos sao muito
sofisticados e complexos de serem manipulados matematicamente.

Portanto, a finalidade deste capitulo é desenvolver um modelo matematico
que seja capaz de representar esse novo comportamento do trafego nas redes
de pacotes e que apresente complexidade matematica inferior aos modelos ja
mencionados. Para isso, este capitulo ¢ dividido da seguinte forma: a primeira

parte traz a proposicao do modelo matematico e a inclusao do parametro de

13
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Hurst no modelo; a segunda parte trata da validagao tedrica do modelo proposto;
e finalizando esse capitulo, sao apresentadas algumas conclusoes a respeito do

modelo proposto.

3.2 Proposicao do Modelo de Trafego

O comportamento do trafego nas redes de pacotes apresenta caracteristica dife-
renciada quando comparado com o trafego nas redes de telefonia convencional.
Essa nova caracteristica, conhecida como dependéncia de longa duragao ou auto-
similaridade, comecou a ganhar destaque apos os trabalhos apresentados por Le-
land et. al. [19, 20], na primeira metade da década de 90. Desde entdo, intimeros
estudos foram realizados com a finalidade de investigar essa nova caracteristica
6, 13, 7, 9, 41, 18, 33], bem como, apresentar técnicas para identificagdo desse
novo comportamento [6, 3, 2, 17].

Como ja pode ser visto no Capitulo—2, existem iniimeras maneiras para iden-
tificar, matematicamente, a auto-similaridade de um processo estocastico.

Nesta secao, far-se-a uso do conceito apresentado inicialmente por Mandelbrot
[48] e explorando por Leland et. al. [6], Fernandez et. al. [23], Cappe et. al
[36], etc. para justificar a utilizagdo de distribui¢oes de probabilidade que sao
classificadas de cauda pesada como uma ferramenta de modelagem de trafego
auto-similar. A abordagem aqui apresentada estd direcionada a distribuicao de
Pareto. Finalizando essa secao, sera mostrado como a distribuicao de Pareto
pode encorporar o parametro de Hurst, que indica o grau de auto-similaridade

de um processo estocastico.

3.2.1 Modelo Matematico do Trafego

Pode ser visto na secao—2.2.1, que a auto—similaridade se manifesta matematica-
mente de diversas formas. De acordo com o que foi exposto, uma das maneiras de
se identificar se um modelo matematico é capaz de modelar a auto—similaridade
é se este apresenta uma fungao distribuigao de probabilidade com cauda pesada.

Mandelbrot [48], apresenta a seguinte defini¢ao para modelos probabilisticos

com cauda pesada.

Definicao 3.1. Uma varidvel aleatoria T é dita ser de cauda pesada, se a funcao

distribuicao de probabilidade complementar (fdc™') seque a sequinte forma:

Pl = = 2O )
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com variancia infinita, 0 < a < 2 e L(t) € uma fungdo que varia lentamente

quando t — 00.

A distribuicao de Pareto, apresentada no Anexo—A, pode apresentar as carac-
teristicas equivalentes a Definigao—3.1 se o parametro « for devidamente escolhido.

De acordo com o desenvolvimento mateméatico apresentado no Anexo-A, a
distribuicao de Pareto atende a estes requisitos para os valores de a no intervalo
0 < a < 2. Portanto, pode-se afirmar que esta distribuicao apresentada pela
equagao (A.1),

¢ —a—1
(1+—> O<t<oo,0<a<2ef>0

fr(t) = 8 : (3-2)

e o)

t<0

é adequada para modelar trafego com caracteristica auto—similar - veja Figura—
ref.

Distribuigao de Pareto para alguns valores de o e 5. Em (a) tem-se v = 1.5
e 5 =0.1, em (b) tem-se tem-se « = 1.5e 3 =1, em (c) tem-se « = 1.5 e § = 10
e em (d) tem-se a = 1.5 e # =100

No entanto, se considerarmos todo o intervalo da variavel « para a distribuicao
de Pareto, dada pela equagao (3.2), pode—se notar que a média da distribuigao
serd infinita para os valores de o que estiverem dentro do intervalo (0, 1], veja
Anexo—A. Por esse motivo iremos considerar apenas os valores de a que estiverem

dentro do intervalo 1 < a < 2. Portanto, a equacado (3.2) tera a seguinte forma,

—a—1
t
(1+—> O<t<oo,l<a<2ef>0

fr(t) = 3 (3-3)

Cwle

t<0

3.2.2 Parametro de Hurst e a Distribuicao de Pareto

De acordo com o que foi exposto, os valores de o que serao considerados estarao
dentro do intervalo 1 < o < 2. No entanto, fica ainda a seguinte questao: como a
distribuicao de Pareto, apresentada pela equagao (3.3), e mencionada em vérias
referéncias [6, 10, 23, 36, 49], podera incorporar o parametro de Hurst, responsavel
por indicar o grau de auto—similaridade de um processo estocastico?

Para responder esta questao, sera considerado, primeiramente, que a variavel

« apresenta alguma lei de relacionamento com o parametro H, ou seja,

ao H. (3.4)

Se for considerado que a variavel «, na equagao (3.4), é uma fungao de H, pode-se
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reescrever a equacao (3.4) da seguinte maneira,
a = f(H). (3.5)

Com o intuito de investigar a forma da funcao f(H), apresentada na equagao
(3.5), considerar-se-4 o plano formado pela intersecao dos valores de o e H -
veja Figura-3.1a. Para facilitar a identificagdo da fungao f(H), serd admitida
uma variacao linear entre a varidvel a e o parametro de Hurst - veja Figura—

3.1b. Partindo, dessa suposicao [23, 28|, podemos reescrever a equacao (3.5) da

(a) (b)
25 T T 25
Dfececocecetonssncnns S ......... F ] I S I I
“ e oes ¢ \¢ avariandg
e e e e * Plano for— . linearmente.
t. .« .« . .. madopela com a vartagéo de H.
515 DLl e 515 :
tt ottt i resdea
.. eH
I IEERERRRE fececeesectenenesceeransccnnns
0.5 . : 0.5 . :
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
H H

Figura 3.1: Grdfico da variacao do parametro o, da distribuicao de Pareto, em relagao
aos valores do parametro de Hurst — H. Em (a) observa-se o plano formado pela inter-
sec¢do das faizas de valores dos parametros a e H. Em (b) € apresentado o relaciona-
mento entre os valores de o e H.

seguinte forma:

a(H)=3—-2H. (3.6)
Portanto, podemos considerar que a equagao (3.3) pode ser reescrita, da seguinte
forma,
a(H) AN
— 1+ = t>0
fr)={ "3 ( * g) , (3.7)
0 t<0

onde a(H) é calculado através da equagao (3.6), 3 >0e 0.5 < H < 1.

Como o novo valor da variavel o apresenta restricoes impostas pelo parametro
de Hurst, serd verificado se a variavel [ sofrera algum tipo de restrigao. Para efe-
tuar essa verificagao serd usada a definicao da fungao densidade de probabilidade,
apresentada na equagao (3.8).

/Z Fela) = 1. (3.8)
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Aplicando a equagao (3.7) na definigao apresentada em (3.8), tem-se:

/OOO O‘(é{) (1 + %) e (3.9)

Resolvendo a equacao (3.9), com o objetivo de determinar o valor da varidvel [,

pode-se demonstrar que qualquer valor de # : f € R satisfaz a equagdo (3.9).
Portanto, a tnica restricao imposta ao valor de 3 é o da propria definicao da
distribuicao de Pareto. Ou seja,

6> 0.

No entanto, apesar de 3 poder assumir qualquer valor no conjunto R¥, nao
é possivel afirmar, com exatidao, que a distribuicao de Pareto, apresentada pela
equacao (3.7), levando-se em conta apenas a variavel & como sendo uma fungao de
H, pode ser considerada como um modelo capaz de representar o comportamento
auto—similar do trafego, com um grau de auto—similaridade dada pelo parametro
de Hurst.

Com o objetivo de investigar a importancia do valor da variavel 3, na equagao
(3.7), sera considerada a estatistica de segunda ordem de um processo estocastico

estacionario com fdp dada pela equagao (3.7). Ou seja,

U Ta(H)(r 4 ) — (1— a(H))8
) =0y |~ 0 —etmnerpem | 610

onde 0,5 < H <1ef >0, que é a funcao de autocorrelacao do referido processo
estocastico. O desenvolvimento da equacao (3.10) é mostrado no Anexo-B.

Seja também um processo estocastico com fungao de autocorrelacao dada por,

p(T) = % (Jr + 1" =217 + |7 = 1P, 7=1,2,3,.... (3.11)
O processo estocastico estacionario descrito pela funcao de autocorrelagao, apre-
sentada pela equagao (3.11) é conhecido como Ruido Gaussiano Fracional ou
FGn [6, 2, 3, 12, 50]. Este processo estocdastico é capaz de descrever, de forma
adequada, o trafego presente nas redes de pacotes .

Se for feita uma comparagao grafica entre as equagdes (3.10) e (3.11) para um
mesmo valor de H e diferentes valores de 3, pode-se ver, através da Figura—3.2, que
o valor de 3 também deve ser considerado para que a distribuicao de probabilidade
apresentada pela equagao (3.9) seja capaz de modelar trafego auto—similar, onde
o grau de auto—similaridade é dado pelo parametro de Hurst.

Portanto, observa-se, através da Figura—3.2, que a variavel # também deve
ser considerada para que a distribuicao de Pareto, apresentada na equacao (3.7),
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I I
. FGn:H=0.75
o Pareto: H=0.75 e $=0.22
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i * Pareto: H=0.75 e =0.43 | |
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Figura 3.2: Comparacao entre a funcdo de autocorrelagao do modelo FGn, com
H=0.75, e o funcao de autocorrelacdo do Modelo de Pareto considerando apenas a
varidvel o como sendo funcao do parametro H e 3 > 0.

possa ser capaz de capturar a caracteristica auto—similar presente no trafego das
redes de pacotes.

Para determinar o valor de [ na distribuicao de Pareto, na equacao (3.7), é
suposto que a variavel § também apresenta algum tipo de relacionamento com o
parametro de Hurst. Ou seja, considera-se que,

8o H. (3.12)

Se for considerado que a variavel 3, na equacao (3.12), é uma fungao de H, pode-se
reescrever a equagao (3.12) da seguinte maneira,
8= g(H). (3.13)

No entanto, nao se pode afirmar que o relacionamento entre a variavel g e H
apresente alguma caracteristica de linearidade, como foi feito com a varidavel «.

Portanto, para determinar a forma da fun¢ao g(H), serd tomado o erro médio

quadratico entre a fungao de autocorrelagao de Pareto (3.10) e do Ruido Gaus-
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siano Fracional (3.11):

g(7) = lim 1 Z[RT(T) — p(1)]2 (3.14)

T—oo T
=1

Substituindo-se as equagoes (3.10) e (3.11) na equagao (3.14), tem-se:

1 & Ba(H)+1 a(H)(r + 8) — (1 — a(H))8
Z { (1—a(H)) { (1 —a(H))(T + B)oH)

(3.15)
1 2H 2H 2H 2
—§(|T—|—1\ = 2|7|*" + |7 — 1| ) )

Para determinar o relacionamento entre a variavel 3 e o parametro de Hurst — H,
deve-se resolver a equagao (3.15) em funcao de 3, para um dado valor de H, que
minimize o erro médio quadratico.

Devido & complexidade apresentada pela equagao (3.15), tomar-se-4 uma
solugao numérica para diferentes valores de H, com o objetivo de determinar
o valor da varidvel . A Figura—3.4a apresenta alguns valores de § em relagao
ao parametro H. Na Figura-3.4b, tem-se a curva obtida através da interpolacao
dos valores produzidos a partir da solugdo da equagao (3.15) com o objetivo de

determinar o relacionamento entre a varidvel 3 e o parametro H.

(a) (b)
0.5 0.5
0.4 0.4
T
+ +
0.3 + + 0.3
+
<=1 + [<=N
0.2 * 0.2
: N :
N
0.1 + 0.1}  B=-33181H24.4567H-1.141
0 0
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
H H

Figura 3.3: Relagdo entre a varidvel 3 e o parametro de Hurst. Em (a) vemos al-
guns valores de 3 em func¢do de H. Em (b) é apresentada a curva obtida através de
interpolagao dos pontos apresentados em (a).

A partir do resultado da interpolacao feita com os resultados obtidos da
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solugdo da equacao (3.15), pode-se expressar a funcao g(H), da seguinte forma:
g(H) ~ —3.3181H? + 4.4567H — 1.141. (3.16)
Substituindo a equagao (3.16) na equagao (3.13), temos:

B(H) = —3.3181H* + 4.4567TH — 1.141. (3.17)

Finalmente, pode-se reescrever a equagao (3.7) da seguinte forma:

a(H) ¢\ et
fr(t) =14 B@) (1 * m) =0 (3.18)
0 t <0

onde 0.5 < H < 1, a(H) determinado a partir da equagao (3.6) e B(H) determi-
nado a partir da equagao (3.17).

7m

T
— H=06
— H=07
H=0.8
— H=0.9 ||

0 L ! ! ! ! ! ! L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 3.4: Funcao densidade de probabilidade de Pareto com parametro de Hurst.

Portanto, a funcao densidade de probabilidade de Pareto, apresentada na
equagao (3.18), considerando o parametro de Hurst, pode ser aplicada para des-

crever o comportamento do trafego com caracteristica auto—similar.
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3.2.3 Validacao Teérica do Modelo de Trafego

Como ja foi apresentado, no Capitulo-2, a auto-similaridade se manifesta de
varias maneiras. Com o objetivo de validar o modelo apresentado, na subsecao
anterior, vamos considerar as defini¢oes apresentadas em [6, 3|, ou seja,

Definicao 3.2. Processos estocdsticos com caracteristicas auto—similares apre-

sentam funcao de autocorrelagao, da sequinte forma:

r(k) = ak™, (3.19)
comk —o00,a;>0e0<n<l.

Esta definicao caracteriza o decaimento hiperbdlico da funcao de autocorrelacao.
Para validar o modelo matematico, sera considerado um processo estocastico
estacionario com fdp de Pareto, veja Anexo—B. Analisando o comportamento da

funcao de autocorrelagao desse processo quando 7 — 0o, tem-se:

aﬁa+1 L
Ry(7) — ﬁ(T +0) “paraT —o0el <a<2 (3.20)
—
Seja ainda,
aﬁa+1
= — 3.21
e
(1+B)"7* — 717 para 7> 3. (3.22)
Substituindo a expressao (3.21) e (3.22) na expressao (3.20), tem-se:
Rr(t) ~a;7' " parat —ocoel <a<?2. (3.23)

Comparando o resultado de (3.23) com a Definigdo—3.2 o processo estocdstico

apresenta caracteristica auto—similar, se
—-1<l—-a<0. (3.24)
Substituindo o resultado da equagao (3.6) na inequacao (3.24), tem-se,
0.5 < H <1, (3.25)

que valida o modelo apresentado.
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3.3 Conclusoes

Nas inumeras referéncias bibliograficas utilizadas nesta dissertacao, observa-se
que existem muitas propostas de modelos matematicos para representar o com-
portamento auto—similar do trafego nas redes de pacotes. Exemplos disso, sao os
modelos baseados em fontes ON/OFF [20, 6, 2, 10, 11, 18, 17, 24, 25, 26, 27, 14|
assim como a utilizagao da distribuicao de Pareto [6, 10, 28, 23, 36, 49] sdo men-
cionadas como modelos capazes de representar a auto-similaridade do trafego.
No entanto, nao é feita nenhuma mencao a respeito do grau de auto—similaridade
apresentado por esses modelos.

Neste capitulo buscou-se investigar qual deve ser o relacionamento entre as
variaveis « e 3 com o parametro de Hurst, para que a distribuicao de Pareto
possa ser empregada na modelagem de trafego auto—similar com maior exatidao.

Através do desenvolvimento matematico feito, demonstrou-se que o modelo
de Pareto com o parametro de Hurst descreve de forma apropriada a auto—
similaridade do trafego presente nas redes de pacotes, o que caracteriza um ganho
adicional a distribuicao de Pareto como um modelo auto-similar, apresentada na
literatura mencionada. Outro ganho em relagao aos modelos mencionados é que
¢ necessario especificar somente o parametro de Hurst para utilizacao da dis-
tribuicao de Pareto, o que nao se aplica por exemplo ao modelo FGn onde é
necessario especificar o parametro de Hurst bem como a média e a variancia [51].

Finalmente, neste capitulo nao se buscou apresentar uma nova descoberta
a respeito da distribuicao de Pareto como modelo de trafego auto—similar, mas
o objetivo foi apresentar uma nova contribuicao ao modelo existente, através da
incorporacao do parametro de Hurst a essa distribuicao, monstrando também, que
a variavel de localizacao dessa distribuicao deve ser considerada. Portanto, pode-
se concluir que o modelo apresentado pela equacao (3.18) é capaz de modelar
processos estocasticos com grau de auto—similaridade dado pelo parametro de
Hurst.



Capitulo 4

Modelo de fila G/M/1 e a
Distribuicao de Pareto com

Parametro de Hurst

4.1 Introducao

A natureza estatistica do trafego nas redes vem sofrendo mudancas drasticas. Por
isso novas ferramentas para dimensionamento, analise de desempenho e otimizacao
se fazem necessarias.

Muitas das ferramentas empregadas atualmente para andlise de redes de pa-
cotes fazem uso de modelos de filas. Essas ferramentas também utilizam o recurso
de geragao de nimeros aleatorios para emular o trafego das redes.

Neste capitulo nao ha nenhuma intensao em se construir uma ferramenta
para analisar o desempenho de redes, onde o trafego apresenta caracteristica
auto—similar. No entanto, o objetivo principal desse capitulo é apresentar uma
andlise matematica, considerando um modelo de fila G/M/1, onde a distribui¢ao
do tempo entre chegadas é dada pela distribuicao de Pareto com parametro de
Hurst, apresentada no Capitulo—3. Além disso, serd feita uma comparacao entre
o modelo G/M/1 e o modelo M/M/1, através de simulagdo. Finalizando esse

capitulo, sao apresentadas as conclusoes sobre os resultados obtidos.

4.2 Analise Matematica do Modelo G/M/1

Existem diversas publicagoes [52, 53] que trazem o desenvolvimento matemaético
de modelos de filas considerando uma distribuicao genérica para o tempo entre

23
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chegadas das entidades*. Este equacionamento é apresentado na Tabela—4.2.

Tabela 4.1: Equacdes vdlidas para um sistema de filas do tipo G/M/1 para o deter-
minado a partir da solucdo da transformada Laplace—Stieltjes para a distribuicdo do
tempo entre chegadas.

Descricao Equagao
Nimero médio de entidades no sistema K= 7 P
-0
(1 . — 1
Tempo médio de permanéncia T=
n(l—o)
1 _
Var. don médio de entidades no sistema 0% = ol (1+ ? )2/))
—0
. L1 — po
Comprimento médio da fila Q= 1
—0
1 1-—
Variancia do comprimento da fila 0629 = po(l+o(l—p))
(1—-0)?
Tempo médio de espera das entidas na fila W= 7
u(l—o)
Prob. n de entidades no sistema e =p(l—0)oc* 1 k>0
m=1—p
Distribuigao do tempo de espera Fy (t) = I=o b=0
¢ P P WA T 1—ge -t 50

Pode-se observar que as expressoes apresentadas na Tabela-4.2 somente se
aplicam se o valor de o for determinado. Isso podera ser feito, solucionando-se a
equacao (4.1), em fungao de o.

o=A(u— po). (4.1)

Esta equagao é conhecida como transformada de Laplace—Stieltjes [52, 53|, onde
A~(s) é a transformada de Laplace para a distribuicdo que é empregada para
modelar o tempo entre chegadas das entidades.

De acordo com Kleinrock [52], a equagao (4.1) admite um tnico valor, real,
para o, tal que 0 < o0 < 1 e 0 < p < 1, para que o sistema se mantenha em
equilibrio.

Com o objetivo de determinar a solugao da equacao (4.1) para identificar o

*Entidade pode se considerado como pacotes, células, etc..
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valor de o, seja, a equacao (4.2) que representa a transformada de Laplace da
distribuigao de Pareto (3.18).

[ [ ol) AR
ﬂj@}_A e [mH)O+ﬁUD> ]ﬁ. (4.2)

De acordo com o Anexo—C, a solucao para a equacao (4.2), é dada por:

(4.3)

£{ft)} = ol'(—a lﬁsasﬁ ZI‘n—Oz—i—l

onde « é determinado a partir da equagao (3.6) e § a partir da equagao (3.17).
Substituindo a equagao (4.3) na equagao (4.1), tem-se:

o= al(~a >[w<u po)retees - W mo)l" ]

—~In—-a+l)

onde p, ¢ a média da distribuicao que modela o tempo entre chegadas das enti-

dades. Para a distribuicao de Pareto com parametro de Hurst, tem-se:

—3.3181H? + 4.4567H — 1.141
(2 — 2H) '

o= (4.5)

Para determinar o valor de o, na equagao (4.4), serd usado o método grafico
tendo em vista que a referida equagao é transcendental, o que inviabiliza a solucao
analitica. Portanto, seja,

glo)=o (4.6)

flo) = al'(=a) | [B(p — po)]*e®™ uo)ﬁ_ZM

T —a+1) (47)

Se for tomado o ponto de intersegao entre as fungoes f(o) e g(o) é possivel
determinar o valor de o que satisfaz a equacao (4.4), para diferentes valores de
H.

A Figura—4.1 apresenta o ponto de intersecgao entre as fungdes f(o) e g(o),
considerando-se diferentes valores para o parametro de Hurst. Observa-se, que o
tnico valor real positivo que satisfaz a equagao (4.1) é o = 1, o que resulta em
uma solucao trivial.

Portanto, conclui-se que a distribuicao de Pareto com parametro de Hurst
nao pode ser empregada para determinar analiticamente o desempenho de filas
G/M/1. Esse fato, nao impede que o modelo proposto nao possa ser empregado

em um ambiente de simulacao.
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Figura 4.1: llustrac¢ao grdfica da solu¢ao da equacdo (4.4) para diferentes valores de
H.

4.3 Simulacao: Modelo G/M/1 vs. M/M/1

De acordo com o que foi exposto na segao anterior, o modelo G/M/1 com a
distribuicao de Pareto modelando o tempo entre chegada de entidades nao admite
uma solucao para o, o que impede a comparagao analitica entre os modelos de fila
M/M/1eG/M/1, onde G, que representa a distribui¢ao do tempo entre chegada,
¢ modelado de acordo com a equagao (3.18).

Nesta secao, serao apresentados os resultados da comparacao feita, através
de simulacdo, utilizando-se a ferramenta OPNET® Moduler 9.1 — Education
Version, entre o modelo M/M/1 e o modelo G/M/1. Primeiramente, serd apre-
sentado o modelo de simulacao; e em seguida, serao apresentados os resultados
obtidos.

4.3.1 Modelo de Simulacgao

O modelo empregado na simulacgao foi construido a partir do tutorial disponivel na
prépria ferramenta OPNET®. Foi considerada uma fonte geradora de trafego,
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chamada src, um sistema de atendimento, chamado queue, e um sorvedouro,

chamado sink — veja Figura-4.2

(M L

SIC QU sink.

Figura 4.2: Modelo de simulagao empregado para avaliar o comportamento de uma
fila M/M/1 e G/M/1 considerando a mesma média para o tempo entre chegadas das
entidades.

Com o objetivo de ter um referencial de comparacao, o tempo médio entre
chegada das entidades foi considerado o mesmo, tanto para a distribuicao de
Pareto com parametro de Hurst quanto para a distribuigcao exponencial, utilizada
no modelo M/M/1.

O procedimento utilizado na simulacao teve como objetivo extrair o tempo
médio gasto na fila pelas entidades. Os passos empregados para comparar os dois

modelos foram:

1. o bloco src, responsavel pela geracao das entidades, foi configurado inicial-
mente com a distribuicao de Pareto, modelando o tempo entre chegada das
entidades, onde as variaveis « e (3 sao determinados a partir das equagoes
(3.6) e (3.17), respectivamente;

2. o bloco queue, representando o sistema de atendimento, foi configurado para

que o coeficiente de utilizacao do servidor variasse de 0.1 a 0.9;

3. considerando-se os diferentes fatores de utilizacao, dados do passo 2, jun-
tamente com a variacao do parametro de Hurst, determinado pelo passo 1,
extrai-se o comportamento do sistema G/M/1.

4. altera-se a configuracao do bloco sre, substituindo-se a distribuicao de
Pareto pela distribuicao Exponencial, considerando-se a mesma média para

os diferentes valores de H;
5. repete-se o passo de 2;

6. considerando-se os diferentes fatores de utilizacao, dados do passo 2, junta-
mente com a variagao do parametro de Hurst no célculo da média do tempo
entre chegadas das entidades, determinado pelo passo 1, considerando-se a
distribuicao exponencial modelando o tempo entre as chegadas, extrai-se o

comportamento do sistema M /M /1.
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4.3.2 Resultados da Simulacao

Os resultados provenientes das simulacoes realizadas, considerando-se o tempo
médio gasto na fila pelas entidades, sdo apresentados nas Tabelas (4.2) e (4.3).
O comprimento médio da fila foi determinado aplicando-se as equacoes de Little
[53] — veja Figura-4.3.

A Tabela-4.2 traz os resultados referente ao tempo médio, dado em segundos,
gasto na fila G/M/1, considerando que a distribuigdo empregada para modelar o

tempo entre chegadas é a distribuicao de Pareto com parametro de Hurst.

Tabela 4.2: Tempo médio, dado em segundos, gasto na fila G/M/1 para diferentes
fatores de utilizagcao, considerando-se que a distribuicdo do tempo entre chegadas € a
distribuicao de Pareto com parametro H.

P
H 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.55 | 0.034 0.068 0.102 0.136 0.170 0.204 0.238 0.272  0.306
0.60 | 0.042 0.084 0.126 0.169 0.211 0.253 0.296 0.338 0.386
0.65 | 0.050 0.101 0.151 0.202 0.252 0.303 0.353 0412  0.492
0.70 | 0.058 0.117 0.176 0.235 0.293 0.352 0.421 0.518 0.670
0.75 ] 0.067 0.134 0.201 0.268 0.335 0414 0.532 0.724 1.058
0.80 | 0.075 0.150 0.225 0.300 0.392 0.540 0.801 1.292  2.352
0.85 | 0.083 0.166 0.249 0.357 0.552 0.939 1.806 3.941  9.177
0.90 | 0.091 0.182 0.314 0.615 1.383 3.559 9.681 29.31 119.0
0.95] 0.098 0.305 1.253 5.536 25.67 159.2 815.2 1934.8 3215.1

A Tabela-4.3 apresenta o tempo médio, dado em segundos, gasto na fila para
que uma entidade inicie o seu atendida no sistema M /M/1.

Tabela 4.3: Tempo médio gasto na fila M/M/1 para diferentes fatores de utiliza¢ao,
constderando-se que a distribuicao do tempo entre chegadas é exponencial com média
dada pela distribuicdo de Pareto com parametro H.

p
H 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.55 | 0.035 0.076 0.123 0.181 0.255 0.356 0.512 0.803 1.622
0.60 | 0.044 0.095 0.154 0.226 0.318 0.445 0.642 1.016 2.085
0.65 | 0.053 0.113 0.184 0.270 0.381 0.533 0.768 1.219 2.518
0.70 |1 0.062 0.132 0.214 0.314 0.443 0.620 0.895 1.424 2.961
0.75 1 0.070 0.150 0.244 0.358 0.505 0.707 1.021 1.630 3.403
0.80 | 0.079 0.169 0.274 0.403 0.567 0.795 1.149 1.838 3.871
0.85 | 0.088 0.187 0.304 0.446 0.629 0.881 1.274 2.043 4.308
0.90 | 0.096 0.205 0.333 0.489 0.689 0.966 1.397 2.245 4.739
0.95 ] 0.103 0.221 0.358 0.527 0.743 1.041 1.507 2.420 5.126

A Figura-4.3 traz o comportamento do tamanho médio da fila para dife-
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rentes fatores de utilizacao considerando-se também diferentes indices de auto-

similaridade.
(a) ()
5 6
4 5
4
3
o o3

Exponencial p/ H=0.75 —

Exponencial p/ H=0.8 —

Pareto p/ H=

0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8

Exponencial p/ H=0,

0.2 0.4 0.6 0.8 0.8

Figura 4.3: Comparagao grdfica entre os modelos G/M/1 e M/M/1 levando-se em
constderacao o comprimento médio da fila.

Observa-se, através da Figura-4.3, que o comprimento médio da fila, usando
a distribuigdo exponencial com média dada pela equagao (4.5), modela de forma
pessimista, o trafego, para indices de auto—similaridade inferiores a 0.8 e passando
a otimista para valores de H maior do que 0.85. E importante resaltar que o
fator de utilizacao também deve ser considerado, como pode ser visto na figura
referenciada.

O mesmo efeito estara presente se for considerado o tempo médio gasto no
sistema por uma entidade e o nimero médio de entidades no sistema, de acordo

com as equagoes de Little [53].

4.4 Conclusoes

Neste capitulo foi demonstrado que a distribuicao de Pareto com parametro de
Hurst nao admite solucdo analitica quando empregada para modelar filas G /M /1.

O que caracteriza um ganho adicional, a essa distribuicao, apresentada em varias
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referéncias bibliograficas, como sendo capaz de modelar trafego com caracteristica
auto-similar. No entanto, quando é considerado um em ambiente de simulacao,
o modelo proposto é factivel.

A partir dos resultados apresentados nessa secao confirma-se que os modelos
poissonianos nao sao mais capazes de tratar a natureza estatistica do trafego
nas rede de pacotes, confirmando assim o que Paxson e Floyd apresentaram em
[9]. Pode-se verificar, através dos resultados da simulagao, que se considerarmos
o modelo poissoniano, com média dada pela distribuicao de Pareto, este pode
ser empregado como uma aproximacao na modelagem de trafego auto-similar
considerando-se fatores de utilizacao abaixo de 0.5.

Finalmente, conclui-se que o modelo apresentado traz uma melhoria nas vérias
propostas apresentadas [6, 11, 9, 36, 23, 49] quando afirmam que o modelo de
Pareto é capaz de representar a auto—similaridade do trafego, nao fazendo mencao
a respeito de como o modelo descreve o grau de auto—similaridade dado pelo
parametro de Hurst.



Capitulo 5

Conclusao

O principal objetivo a que se propos esta dissertacao foi investigar a natureza es-
tatistica do trafego das redes de pacotes e apresentar uma modelagem matematica
para representacao desse trafego. Adiciona-se, assim, mais um modelo aos intime-
ros ja existentes.

Com esse intuito, diversos estudos foram realizados compreendendo desde
a natureza estatistica do trafego, passando pelos métodos para inferir a auto—
similaridade do trafego, até a anélise de diversas propostas de modelos matemati-
cos. O Capitulo—2, é uma sintese desses estudos. No Capitulo-3, a proposicao
do modelo de trafego é feita. Neste capitulo também é colocado o desenvolvi-
mento matematico do modelo assim como a sua respectiva validacao. Como uma
conseqiiéncia do desenvolvimento feito no Capitulo-3, o Capitulo-4 traz a inves-
tigacao da aplicacao do modelo desenvolvido, considerando a teoria classica de
filas, onde foi constatado que o mesmo nao admite uma solucao analitica podendo
apenas ser empregado em ambiente de simulacgao.

Outras conclusoes sao encontradas no decorrer do texto dos préprios capitulos.
A seguir, sao apresentadas as contribuicoes desse trabalho e algumas proposicoes
para futuros trabalhos, dando assim continuidade a essa dissertacao.

5.1 Contribuicoes da Dissertacao

Como primeira contribuicao, destaca-se o desenvolvimento de uma expressao para
a fdp de Pareto que incorpora o parametro de Hurst. Em segundo lugar foi a-
presentado uma anélise matematica considerando o modelo de fila G/M/1 que
mostra que a distribuicao de Pareto com parametro de Hurst nao admite uma
analise matematica para determinar o desempenho desse tipo de fila. O desen-
volvimento apresentado demonstra que os estudos apresentados por Leland [6],

Paxson [9], Gordon [28] e Fernandez [23] consideram o modelo de Pareto com um
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modelo de trafego auto-similar, porém esse autores nao fazem qualquer conside-
racao a respeito do grau de auto-similaridade do modelo. Portanto, o modelo
apresentado por essa dissertacao caracteriza um ganho adicional a esse modelo,

tao referenciado na bibliografia apresentada nessa dissertacao.

5.2 Proposicao para Trabalhos Futuros

Existem varias sugestoes para futuros trabalhos com o objetivo de dar con-
tinuidade a esta dissertacdo. A primeira sugestao é o desenvolvimento de um
simulador para redes de pacotes que seja capaz de considerar o parametro de
Hurst para o trafego emulado.

Um segundo trabalho seria efetuar uma comparagao entre os modelos FGn e
o modelo de Pareto com parametro de Hurst, considerando-se uma fila do tipo
G/M/1, podendo assim acrescentar maiores detalhes ao trabalho de Fernandez
et. al. [23] e para uma fila do tipo G/M/1/K, confrontando assim os resultados
demonstrados por Koh et. al. [49].

Como terceiro trabalho a ser realizado pode-se sugerir a investigacao de outras
distribuicoes que apresente cauda pesada, para modelar trafego com caracteristica

auto—similar, considerando o parametro de Hurst.



Anexo A

Distribuicao de Pareto

Como pode ser visto através de varias referéncias bibliograficas, a distribuigao
de Pareto pode apresentar-se de diversas formas, veja [9, 36, 54, 49]. A forma
utilizada nesta dissertacdo segue a mesma apresenta por Goovaert [54].

Funcao Densidade de Probabilidade - fdp

o £\ 7t
fT(t){ﬁ(1+ﬁ) O<t<ooea,F>0 (A1)
0 t<0

Funcao de Distribuicao Cumulativa - fdc

= fr(z)dz
[e.9] aﬁa
- _/t x_{_ﬁ)a-&-ld
[ (x4 3)~ (a+1)+1 (t+ﬁ) (a+1)+ } (A.2)
lim
T—00 —a+1 +1 —(a+1)+1
=1—-ap" [hm + L ]
T—00 —@ x+ﬁ> a(t +B)*
_ s
(t+B)e
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Funcao de Distribuicao Cumulativa Complemen-

tar - fdc!

=1-P[T <t (A.3)
(t+3)
Momento de Primeira Ordem
O momento de primeira ordem da distribuicao de Pareto é dado por:
“+00

A solugao da equacgao (A.4) é apresentada por Abramowitz [55]. Portanto, temos:

B /+°° to3dt
e o [+ )

. b tdt
R [ (/ (t+6)““)}

- o N (A.5)
P . ((Hﬁ) L BE+D) ) ]

1—«a o

0

gy (b+8) s
=af | lim (1—a)(b+ﬁ)a] A

O primeiro momento, ou o valor esperado, para a variavel aleatéria T', depende
diretamente do valor de a. Portanto, a solugao da equagao (A.5) pode assumir
dois valores, que sao:

5
> 1
n1 = a—1 @ (AG)
+00 a<l

Momento de Segunda Ordem

O momento de segunda ordem da distribuicao de Pareto é dado por:

o = E[T?] = /joo £ fr(t)dt. (A.7)

[e.9]
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A solugao da equacao (A.7) é apresentada por Spiegel [56]. Portanto, temos:

/+°° t2aBodt
Ho = T
0

(4 Pyt
ol b 2t

:a6:E&<A(PHW”J} 45)

:@H‘hm( (t+p? (s P >b |
b \2—a)(t+0)* (A-a)t+0)  alt+5)~/],

_ o b+8)? 280 +0) 228

=ab _bliTo((z—a)(b+ﬁ)a (1—a)(b+5)a)]+a2—3a+2

O segundo momento para a variavel aleatoria T, depende diretamente do valor
de a. Portanto, a solu¢ao da equacao (A.8) pode assumir dois valores, que sao:

9232
—_— > 2
Mo = CYQ — 3« + 2 @ (Ag)
+00 O<a<?2

Momento Central de Segunda Ordem — Variancia

O segundo momento central da variavel aleatoria T', é dado por:

+oo

ﬁ:EMLMﬂzf (L — ) Fo(t)dt (A.10)

—0o0

Para determinar o valor do segundo momento central da variavel aleatéria T', sera

desenvolvido o primeiro membro da equac@o (A.10). Portanto, temos:
(T? = 2T+ p?)] (A.11)

De acordo com a equagao (A.11) o segundo momento central pode ser determinado
a partir das equagoes (A.6) e (A.9), onde conclui-se que o segundo momento
central assumira duas solucgoes que sao dependentes do valor de «, resultando
em:
2 3
o7 =4 a2—3a+2 (a—1)?
+0o0 O<a<?2

o> 2

(A.12)



Anexo B

Funcao de Autocorrelacao de um
Processo Estocastico Estacionario

com fdp de Pareto

Este anexo apresenta o desenvolvimento da fun¢ao de autocorrelagao de um pro-
cesso estocastico estacionario com fungao densidade de probabilidade de Pareto,
apresentada no Anexo—A.

Funcao de Autocorrelacao

Rr(t,t+7)=E[Tt)T(t+7)]

= E[T(t)T(t1)]

:/ / tty froyra (t, t1)dtdt, (B.1)
, / / tt o 32 dtdt,

= lim
b—oo t_{_ﬁa—&-l t1—|—ﬁo‘+l

" t1
Rrtt ) = 0?5 {Jim | / YT

([ 7))

(B.2)
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b

t
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3)

A solugao da equagao (B.1) é dada por (B.3). Observa-se que o resultado de
(B.3) possui dependencia direta do valor da varidvel «, portanto, temos duas
solugdes para a equagao (B.3) que sdo:

+0o0 a<l

RT(T) = 5a+1 a<7_ ‘l—ﬁ) _ (1 . Oz)ﬂ . . (B.4)
(I—=a) | (I—a)(r+p)




Anexo C

Transformada de Laplace da fdp

de Pareto

Neste anexo é feito o desenvolvimento do calculo da transformada de Laplace

para a distribuigao de Pareto com parametro de Hurst.

Calculo da Tranformada de Laplace

Seja a fdp de Pareto da forma

o ¢ —a—1
fT(t){ﬁ(1+ﬁ) O<t<ooea,f>0
0 t<0

entao a transformada de Laplace é dada por,

L{F)} = /0 T rrBetdt,

(C.1)

(C.2)

Com o objetivo de identificar a solugao para a equacao (C.2), a equagao (C.1)

serd reescrita da seguinte maneira,

=505

afB”
= af*(B+t)~@rh,
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Substituindo a equagao (C.3) na equagao (C.2) e fazendo o seu desenvolvimento,

tem-se,

£(s} = | BB+ £y
0 - (C.4)
= aﬁa/ (B +t)~etbestgs,
0

Para resolver a equacao (C.4), serd feita a seguinte mudanga de varidvel,
r=t+0=>t=x—0. (C.5)
Derivando a equagao (C.5), tem-se
dr = dt. (C.6)

Aplicando-se a mudanga de varidveis apresentada pelas equagoes (C.5) e (C.6), e
considerando também a mudanca dos limites de integragao imposto pela mudanga

de varidveis, a equagao (C.5) pode ser reescrita da seguinte forma,

L{f(t)} = ap” / g e @B gy,

. (C.7)

:aﬁaesﬁ/ e g,
s

Empregado, novamente, o artificio de mudanga de varidveis na equagao (C.7),

tem-se,
o0

L{f(t)} = a(ﬁs)o‘esﬁ/ 2 e % d (C.8)

S

para,

De acordo com [55] a solugao da integral na equacao (C.8) pode ser expressa

através de uma funcao gama incompleta, ou seja,

L{f(t)} = a(Bs)*e*T(~a, Bs). (C.9)
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De acordo com Abramovitz [55] a fungao gama incompleta, pode ser representada

através de serie de poténcias, para

n

I(a,z) =T'(a) — e "2T(a) Z ﬁ. (C.10)

n=

Substituindo (C.10) na equagao (C.9) a solucao de (C.2) é dada por,

L{f(1)} = al(~a) | (Bs)%e” — ZFn—a—i—l) (C.11)

n=
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